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Zusammenfassung der Dissertation
Denkformen des formalen Denkens – Eine qualitative
empirische Studie zur spezifischen Kognition von
Studienanfängern im Fach Mathematik
Das Studienfach Mathematik scheint häufig mit großen Problemen beim Übergang von
der Schul- zur Hochschulmathematik verbunden zu sein. Dies zeigt sich beispielsweise
an den sehr hohen Abbrecherquoten bereits im ersten Studienjahr [vgl. z. B. DIETER
et al. 2008a]. Allerdings gibt es bisher nur wenige Untersuchungen, in denen mögliche
Ursachen systematisch analysiert werden. Genau an dieser Stelle setzt die in der vor-
liegenden Arbeit präsentierte qualitative Leitfaden-Interviewstudie „Denkformen des
formalen Denkens“ (im Folgenden wie folgt abgekürzt: FDSA) an. Das Ziel der Studie liegt
darin, den Übergang zum formalen Denken bei Studienanfängern zu beleuchten und
Besonderheiten, die mit der Hochschulmathematik zusammenhängen, herauszuarbeiten.
Es ist davon auszugehen, dass die Ursachen der auftretenden Schwierigkeiten sowohl
in den Inhalten der Hochschulmathematik selbst, als auch in der für Studienanfänger
neuen Art und Weise, wie an Universitäten gelehrt und gelernt wird, liegen [vgl. FISCHER
et al. 2009, S. 258].
Bei der Studie FDSA interessieren speziell die Probleme von Erstsemestern im Studi-
enfach Mathematik, da sich die Inhalte und Herangehensweisen deutlich von anderen
Studiengängen mit mathematischen Inhalten, beispielsweise der Höheren Mathema-
tik für Ingenieure, unterscheiden und entsprechend auch die Schwierigkeiten anders
gelagert sind.
Die Studie wird im Wintersemester 2009/2010 durchgeführt. Es nehmen sowohl Bache-
lor- als auch Lehramtsstudierende teil, da beide Gruppen im ersten Fachsemester Ma-
thematik die Veranstaltung Mathematische Grundlagen besuchen, die als Basis für die
Themen der Leitfadeninterviews dient. Insgesamt wird in dieser Arbeit die Analyse von
vier Leitfadeninterviews, die zu den Themen Mengenlehre, Vollständige Induktion, Abbil-
dungen und Relationen geführt werden, dargestellt. Mit Hilfe der Pilotstudie und den
bisher vorhandenen Ansätzen zum Erlernen mathematischer Begriffe konnten als Grund-
lage der Analyse die drei Kategorien „Fehlvorstellungen“, „Formale Fertigkeiten“ und
„Generische und exemplarische Veranschaulichungen“ herausgearbeitet werden.
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In einem zweiten Teil der Arbeit wird ein besonderes Augenmerk auf geschlechtsspezi-
fische Unterschiede gelegt. Hierzu soll bei den individuellen, unterschiedlichen Herange-
hensweisen, den Schritt zur formalen Mathematik zu absolvieren, auf einen eventuell
vorhandenen Zusammenhang zum prädikativ-logischen bzw. funktional-logischen Denk-
stil geachtet werden. Dieses Begriffspaar wurde von Schwank eingeführt, um kognitive
Erklärungsmuster für unterschiedliche Denkstile zu geben. In verschiedenen Studien
konnte bereits gezeigt werden, dass es beispielsweise im Bereich der Schulmathematik
deutliche geschlechtspezifische Unterschiede gibt. In der Studie FDSA wird zu Beginn un-
tersucht, ob bei den Teilnehmern eine Präferenz für einen der beiden Denkstile vorliegt,
so dass dann im Folgenden Spuren des prädikativ-logischen bzw. funktional-logischen
Denkens in den einzelnen Interviews dargestellt und mit der zuvor durchgeführten Klas-
sifizierung der Teilnehmer verglichen werden können.
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Summary of the Dissertation
Modes of Formal Thinking – A Qualitative Empirical
Study on the Specific Cognition of First-Year
Mathematics Students
The transition from elementary mathematics taught in schools and highschools to mathe-
matics taught in universities is often problematic for first-year students. This is evident
from high drop-out rates during the first academic year, for instance [cf. e.g. DIETER
et al. 2008a]. However, there are only a few studies that investigate possible reasons in a
systematic manner. This is precisely the starting point of the semi-structured interview
study „Denkformen des formalen Denkens“ („Modes of Formal Thinking“, or in short:
FDSA). The objective of the study is to investigate the transition to formal thinking of
first-year students while taking into account the characteristics of higher mathematics. It
is persumed that sources of the recurrent difficulties lie in the subject matter as well as
in the methods of teaching and learning at Universities [cf. FISCHER et al. 2009, p. 258].
The study focuses particularly on the problems of first-year mathematics students,
since its subject matters as well as its general lines of approach differ considerably from
other courses dealing with mathematics such as engineering courses. Accordingly, the
difficulties are persumed to be different as well.
The study was conducted during the winter term 2009/2010. Both students pursuing a
Bachelor of Science degree in Mathematics and students pursuing a teaching certificate
in Mathematics took part. Since both groups attend the course „Mathematische Grundla-
gen“ (principles of mathematics) at the very beginning of their graduate school program-
mes, the course’s topics are taken as a basis for questions in the semi-structured interview.
This study comprises and analyses four interviews covering set theory, mathematical
induction, functions, and binary relations. Taking into account existing approaches to
explain acquiring mathematical concepts as well as taking into account the results of an
initial pilot study, three categories for the analysis could be identified: misconceptions;
formal skills; generic and exemplary illustrations.
The second part of the thesis focuses on gender specific differences. As students
change their way of mathematical thinking from an elementary to a more abstract level,
attention is given to possible correlations with regard to predicative or functional ways of
9
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thinking. The terms predicative and functional thinking were introduced by Schwank to
distinguish certain cognitive patterns. Several studies already showed manifest gender
specific differences with respect to understanding elementary mathematics in school.
Initially the study identifies preferences for one of these two ways of thinking for each
participant and thus it is possible to relate this classification to traces of predicative and
functional thinking in the semi-structured interviews.
10
Einleitung
Das Studienfach Mathematik ist häufig mit großen Problemen beim Übergang von der
Schule zur Hochschule verbunden.
Dass Studierende des Faches Mathematik Schwierigkeiten mit den Studieninhalten ha-
ben und folglich Forschungsbedarf in diesem Bereich besteht, zeigen unter anderem die
hohen Abbruchquoten im Fach Mathematik sehr deutlich. Im Jahre 2008 wurden in den
Mitteilungen der DMV „Zahlen rund um das Mathematikstudium“ veröffentlicht. Dem-
nach haben 1996 ungefähr 6300 Studierende (ohne Lehramt) ein Mathematikstudium
in der Bundesrepublik Deutschland aufgenommen und im Jahr 2002 verließen lediglich
circa „1300 Diplomierte die Universitäten und Fachhochschulen“ [DIETER et al. 2008a,
S. 107]. Entsprechend kann davon ausgegangen werden, dass circa 80% der Studierenden
das Mathematikstudium nicht beendet haben. Hier gehen anders als bei der traditionell
angegebenen Studienabbruchquote auch Studierende ein, die das Studienfach wechseln
und lediglich den ursprünglichen Studiengang nicht abschließen; des Weiteren können
aufgrund des einfachen Vergleichs der Jahre 1996 und 2002 auch Schwankungen der
Studierendenzahlen einfließen. Trotz dieser Einschränkungen kann die Zahl jedoch als
Beleg für geringen Studienerfolg im Fach Mathematik gewertet werden.
Bereits im ersten Studienjahr ist die Abbruchquote sehr hoch. So liegt sie im
Studiengang Diplom Mathematik bei 38,8% und auch durch die Umstellung auf die
Bachelor-, Master-Struktur gab es keine entscheidenden Veränderungen (34,0%) [DIETER
et al. 2008b, S. 178/179].
Im deutschsprachigen Raum lag der Forschungsschwerpunkt im Bereich der Didak-
tik der Mathematik in der Vergangenheit vor allem auf der Schulmathematik. Erst in
den letzten Jahren ist ein Wandel zu bemerken, der sich z. B. in Projekten, wie „Ma-
thematik besser verstehen“ unter der Leitung von Hefendehl-Hebeker und Böckle, der
Gründung eines Kompetenzzentrums „Hochschuldidaktik Mathematik“ als Einrichtung
der Universitäten Kassel und Paderborn, sowie der Gründung von Arbeitskreisen (z. B. der
GDM) und einer gemeinsamen Kommission zum Übergang Schule/Hochschule der DMV,
GDM und MNU zeigt. Auf Grund dieses erst kürzlich entstandenen Forschungsinteresses
liegen erst wenige Forschungsergebnisse aus dem Bereich der Hochschulmathematik
vor. Insbesondere gibt es bisher nur wenige Untersuchungen, in denen mögliche Ursa-
chen systematisch analysiert wurden. Es fehlt hier an Daten, die die Schwierigkeiten der
Studienanfänger qualitativ aufzeigen.
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Genau an dieser Stelle setzt die qualitative Leitfaden-Interviewstudie „Denkformen
des formalen Denkens“, im Folgenden durch FDSA (Formales Denken bei Studienanfän-
gern) abgekürzt, an. Das Ziel der Studie liegt darin, spezifische Probleme beim Erlernen
von Hochschulmathematik herauszuarbeiten. Diese scheinen sowohl in der Mathematik
selbst, als auch in der für Studienanfänger neuen Art und Weise, wie an Universitäten
gelehrt und gelernt wird, zu liegen [vgl. FISCHER et al. 2009, S. 258]. Die Hochschulmathe-
matik im Studienfach Mathematik kann nicht als einfache Weiterführung der Schulma-
thematik gesehen werden [vgl. FISCHER et al. 2009, S. 246]. In der Schulmathematik wird
kein geschlossenes System präsentiert und die begriffliche Durchdringung steht nicht
im Zentrum. Mathematische Begriffe werden in der Schule auf eine Weise eingeführt,
die für viele Schüler verständlich sein soll. In der Hochschulmathematik hingegen ist
entsprechend der historischen Entwicklung der mathematischen Begriffsbildung das Ziel
eine möglichst große Allgemeingültigkeit der Definitionen (nach Poincaré zitiert in [TALL
1992, S. 496]). Bei der Studie FDSA interessieren speziell die Probleme beim Umgang mit
„formal-abstrakter“ Mathematik. Deshalb nehmen an der Studie FDSA Erstsemester im
Fach Mathematik teil, da sich die Inhalte und Herangehensweisen deutlich von anderen
Studiengängen mit mathematischen Inhalten, beispielsweise der Höheren Mathematik
für Ingenieure, unterscheiden und folglich auch die Schwierigkeiten anders gelagert sein
werden.
Bei der Studie FDSA soll ein besonderes Augenmerk auf geschlechtsspezifische Unter-
schiede gelegt werden, da den „Zahlen rund um das Mathematikstudium“ entnommen
werden kann, dass die Frauenquote im Laufe des Studiums abnimmt und prozentual
mehr Frauen als Männer ihr Studium abbrechen [vgl. DIETER et al. 2008a, S. 108/109].
In der Studie wird auf geschlechtsspezifische Unterschiede und insbesondere auf einen
möglichen Zusammenhang zum prädikativen bzw. funktionalen logischen Denkstil ge-
achtet (siehe Abschnitt 10).
Die vorliegende Arbeit ist in drei Teile gegliedert, die im Großen und Ganzen getrennt
voneinander gelesen werden können; ansonsten befinden sich Verweise an den entspre-
chenden Stellen.
Im ersten Teil werden zur Thematik gehörige theoretische Ansätze vorgestellt. Es wer-
den im ersten Kapitel Konzepte zum Lernen von Mathematik, die auch speziell den
Übergang zur Hochschulmathematik berücksichtigen, präsentiert. Recht weit ausgereif-
te Vorschläge in diesem Bereich stammen von Tall und von Dubinsky. Insgesamt gibt
es aufgrund des relativ jungen Interesses für diesen Forschungszweig, zumindest im
deutschsprachigen Bereich, noch recht wenig Ansätze.
Da in der Studie vor allem der Erwerb, das Verständnis und der Umgang mit mathema-
tischen Begriffen im ersten Studiensemester untersucht wird, werden im zweiten Kapitel
sowohl mathematikdidaktische als auch kognitionspsychologische Ansätze zum Begriffs-
verständnis zusammengetragen. Aus diesen Ansätzen und den Analyseergebnissen der
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Pilotstudie werden die Kategorien der Analyse entwickelt, die der Auswertung der Studie
FDSA zu Grunde liegen und im dritten Kapitel dargestellt werden.
Im zweiten Teil, dem Hauptteil der Arbeit, wird die qualitative Leitfaden-Interviewstudie
FDSA samt ihrer Ergebnisse vorgestellt. Zu Beginn wird im vierten Kapitel die Konzepti-
on und zugrunde liegende Methodik dargelegt, bevor in den Kapiteln fünf bis acht die
einzelnen Leitfadeninterviews samt Auswertung präsentiert werden. Dieser Teil endet
mit einer Zusammenfassung wichtiger Ergebnisse in Kapitel neun.
Im dritten Teil steht die Bedeutung des prädikativ-logischen und des funktional-
logischen Denkstils für die Analyse der Interviews der Studie FDSA im Mittelpunkt.
Hierzu wird zu Beginn, im zehnten Kapitel, die Theorie des prädikativ-logischen und
des funktional-logischen Denkens vorgestellt, bevor im elften Kapitel die in der Studie
als Messinstrument verwendeten Aufgaben präsentiert werden und die sich ergebende
Klassifizierung der Teilnehmer dargelegt wird. Schließlich werden im zwölften Kapitel
Spuren des prädikativ-logischen bzw. funktional-logischen Denkens in den Interviews
der einzelnen Teilnehmer präsentiert und mit der zuvor durchgeführten Klassifizierung
verglichen.
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die Hilfe meines Mannes Christoph. Es hat mich in jeder Phase der Arbeit auf vielfältige
Weise unterstützt. Insbesondere hat er das Analyseprogramm „Region Analyser“ pro-
grammiert und immer wieder meinen aktuellen Wünschen angepasst. Außerdem hat
er jegliche Probleme mit LATEX behoben und sämtliche Teile der Arbeit in Abend- und
Nachtstunden korrekturgelesen.
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1. Ansätze zum Erforschen des
Erlernens von Mathematik
In diesem Abschnitt werden einige Konzepte der aktuellen Forschung zum Erlernen
mathematischer Inhalte dargestellt, wobei insbesondere auf den Übergang von der Schul-
zur Hochschulmathematik ein besonderes Augenmerk gelegt wird.
Die Arbeitsgruppe „Advanced Mathematical Thinking“ der „International Group for
Psychology of Mathematics“ (PME) beschäftigt sich mit der Didaktik der Hochschulma-
thematik. Von Mitgliedern dieser Gruppe gibt es einige Untersuchungen zu Schwierigkei-
ten mit einzelnen mathematischen Sachverhalten im Universitätsbereich. Beispielsweise
hat David Tall, ein Mitglied dieser Arbeitsgruppe, zusammen mit Mitarbeitern einige
Untersuchungen zu Schwierigkeiten bei speziellen Themenbereichen durchgeführt. Es
gibt unter anderem Untersuchungen zum Verständnis in den Bereichen Funktionen,
Unendlichkeit und Beweise [vgl. TALL 2008, S. 22]. Bei der Analyse stützt sich Tall auf das
von ihm eingeführte Konzept der drei Welten der Mathematik. Hierbei handelt es sich um
einen Ansatz, der versucht, eine Erklärung sowohl für individuelle Unterschiede zwischen
den Lernenden, als auch für Unterschiede zwischen verschiedenen Stadien des Mathe-
matiklernens zu geben. Die Theorie der drei Welten nach Tall soll nun im Folgenden
samt ihrer Folgerungen für mathematische Beweise in den einzelnen Welten dargestellt
werden. Anschließend folgt ergänzend noch eine Zusammenfassung der APOS Theorie
von Ed Dubinsky. Die Wahl ist auf zwei Theorien von Mitgliedern der PME gefallen,
die sich dem Bereich der Kognitionspsychologie zuordnen lassen. Diese Entscheidung
lässt sich damit begründen, dass in der aktuellen Forschung häufig ein Bezug zu diesen
Theorien hergestellt wird und sie durch den Fokus auf kognitive Fragestellungen beim
Übergang zur Hochschulmathematik zur Studie FDSA passen. Die genannten Ansätze
zielen zwar auf eine allgemeine Klassifikation der möglichen mathematischen Argumen-
tationsebenen, allerdings wird in beiden Fällen ein Schwerpunkt auf den Übergang von
der Schul- zur Hochschulmathematik mit den damit verbundenen Veränderungen gelegt.
1.1. Die drei Welten der Mathematik nach David Tall
Die nun folgenden Ausführungen beziehen sich größtenteils auf Arbeiten von Tall zu
diesem Thema. Die entsprechende Quelle wird jeweils direkt im Anschluss angegeben.
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Nach Tall gibt es verschiedene Welten des Mathematiklernens, in denen unterschied-
lich operiert und die Gültigkeit von Aussagen auf eine für die jeweilige Welt spezielle
Art und Weise gezeigt wird [vgl. TALL 2002, S. 5]. Laut seines Ansatzes gibt es drei ver-
schiedene Welten, die insgesamt das mathematische Denken in allen Phasen, „von der
frühesten Vorschulmathematik bis zur mathematischen Forschung, und im Besonderen
den Übergang von der Schul- zur Hochschulmathematik“ abdecken [TALL 2008, S. 17,
übersetzt]. Diese Theorie stellt Tall zu Folge eine Art Gerüst („framework“) dar [vgl. TALL
2008, S. 17], in das sich alle Phasen des mathematischen Denkens und Lernens inte-
grieren lassen. Die „drei Welten der Mathematik“ sollen keine abgeschlossene Theorie
darstellen, denn das Konzept wird noch weiterentwickelt. In [TALL 2004a] wird explizit
darauf hingewiesen, dass dieser Ansatz „still under construction“ sei. Es handle sich zwar
bereits um eine „stabile“ Form, die sich aber auch nach fast zwei Jahren Entwicklung
noch in einem Entwicklungsprozess befinde [vgl. TALL 2004a, S. 5]. Dies zeigen auch die
unterschiedlichen Texte von Tall zu diesem Thema, weil beispielsweise einige Definitio-
nen in den verschiedenen Texten leicht unterschiedliche Akzentuierungen aufweisen. So
ist der Einleitung von [TALL 2008] zu entnehmen, dass neben „perceptions“ und „thought
experiments“ auch „actions“ einen wichtigen Teil der ersten Welt darstellen, wohingegen
ansonsten häufig lediglich von „perception of and reflection on properties of objects“
(vgl. [GRAY&TALL 2002, S. 6] oder [TALL 2004a, S. 2]) die Rede ist.
Nach der Theorie von Tall erschließt sich ein sich entwickelndes Kind zu Beginn die
erste Welt, bevor anschließend ein Zugang zur zweiten Welt möglich ist. Es wird an dieser
Stelle betont, dass jeder einzelne einen individuellen Weg durch diese Welten geht [vgl.
TALL 2004a, S. 4]. Die Welten sind zwar unterschiedlich und klar unterscheidbar, aber
gleichzeitig auch miteinander verknüpft [vgl. TALL 2004b, S. 281], so dass man durchaus
in mehreren Welten operieren kann, auch wenn die meisten Menschen „vor allem in
einer (oder vielleicht zwei) Welten operieren“([TALL 2002, S. 5], übersetzt).
Zur Theorie von Tall [TALL 2008, S. 7] gehören die folgenden drei Welten des Mathema-
tiklernens (Übersetzung der Bezeichnungen nach [FISCHER et al. 2009, S. 256]):
• „The conceptual-embodied world“ („eingebettete Welt“)
• „The proceptual-symbolic world“ („proceptual-symbolische Welt“)
• „The axiomatic-formal world“ („formal-axiomatische Welt“)
Tall betont, dass die dritte Welt, in der es um die formale Mathematik geht, im Unter-
schied zu den ersten beiden nicht von allen erreicht bzw. benutzt wird [vgl. TALL 2002,
S. 6]. Gleichzeitig ist es häufig genau dieser Übergang von der zweiten zur dritten Welt,
der besonders große Schwierigkeiten bereitet.
Im Folgenden sollen die einzelnen Welten detaillierter dargestellt werden.
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1.1.1. The conceptual-embodied world
Die „conceptual-embodied world“ ist nach Tall „based on perception, action and thought
experiment“ [TALL 2008, S. 5]. Hierbei geht es sowohl um Dinge, die in der realen Welt
erfasst werden, als auch um mentale Repräsentationen, wie beispielsweise eine Gerade
[vgl. TALL 2004b, S. 285]. Bei den mentalen Repräsentationen können bereits in dieser
Welt durchaus Idealisierungen vorgenommen werden, so dass beispielsweise Beziehun-
gen bestehen zwischen Verbindungsgeraden zwischen zwei Punkten und dem abstrakten
Konzept, dass diese Linie keine Breite besitzt [vgl. TALL 2004b, S. 282].
Die „conceptual-embodied world“ ist die erste mathematische Welt, mit der Kinder
in Berührung kommen. Auch zu späteren Zeitpunkten, wenn bereits mindestens eine
der beiden anderen Welten erschlossen wurde, gibt es Bereiche in der Mathematik, wie
beispielsweise die elementare Geometrie, bei deren Behandlung häufig auf diese erste
Welt zurückgegriffen wird. Tall nennt die Geometrie als ein wichtiges Beispiel für diese
Welt. Tall schränkt hier nicht auf die euklidische Geometrie ein, denn beispielsweise auch
bei der projektiven Geometrie können Argumentationen, die der ersten Welt zuzuordnen
sind, ein wichtiger Bestandteil sein. Hier findet erst durch einen rein axiomatischen
Zugang ein definitiver Übergang zur dritten Welt statt [vgl. TALL 2008, S. 7]. Bei den
Konzepten der ersten Welt geht es um mathematische Begriffe, die eine eindeutige
Darstellung besitzen und mit Hilfe derer ein grundlegendes Verständnis der geltenden
Eigenschaften erworben werden kann. In dieser Welt nimmt die Anschaulichkeit eine
entscheidende Rolle ein und aufgrund dessen geht die anschauliche Vorstellung häufig
in das Konzept ein. Es liegt keine klare Trennung zwischen der individuellen Definition
eines Begriffs und der Veranschaulichung vor [vgl. TALL a].
1.1.2. The proceptual-symbolic world
Die „proceptual-symbolic world“, häufig auch verkürzt als „proceptual world“ bezeichnet,
folgt zeitlich nach der erstgenannten und hat diese zum Fundament. Tall beschreibt die
zweite Welt mit den Worten:
Then the proceptual world begins by building from embodied actions such
as counting, adding, grouping and sharing, to develop symbolic forms for
number, sum, product, division, and so on. This world is characterised by
the use of symbols that operate dually as process (e.g. counting) and concept
(e.g. sum). [TALL 2002, S. 6]
Neben dem „process“ und dem „concept“ ist vor allem die Möglichkeit des „mühelosen
Hin- und Herwechselns“ zwischen diesen beiden Seiten wichtig („to switch effortlessly
from processes to do mathematics to concepts to think about.“ [TALL 2004b, S. 285]).
Hierzu werden vor allem „calculation and algebraic manipulation compressing processes“
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[TALL 2008, S. 5] benötigt und entsprechend können die Bereiche Arithmetik und Algebra
als besonders wichtige Beispiele für diese Welt bezeichnet werden. Die Umformungen
und Rechnungen dienen als „Drehachse“ („pivot“ [GRAY&TALL 2002, S. 3]) zwischen dem
Prozess und dem Konzept und erst durch sie können diese beiden Aspekte als Einheit
erfasst werden.
Studien von Tall zeigen, dass zwar einige Kinder bevorzugen, bei der Sicherheit der
bereits erworbenen „step-by-step procedures“ [TALL 2008, S. 13] zu bleiben, aber viele zu
einem gewissen Zeitpunkt zum flexiblen Gebrauch von Symbolen sowohl für Prozesse
als auch für Konzepte übergehen. Diese Dualität mit dem Prozess auf der einen und dem
Konzept auf der anderen Seite, beides verknüpft durch die Fähigkeit des flexiblen Hin-
und Herwechselns zwischen den beiden Ebenen, nennt Tall „procept“ [TALL b, vgl.] (siehe
auch die Definition zur proceptual-embodied world). Procepts sind für das Verständnis
und den Umgang mit Mathematik von großer Bedeutung. So gehören beispielsweise
zu dem Procept „Sechs“ sowohl der Prozess des Zählens bis zur Zahl 6, als als auch
vielfältige andere Repräsentationen, wie 3+3, 4+2, 2+4, 2 ·3 oder 12÷2. Dies alles sind
für den Menschen Repräsentationen desselben mathematischen Begriffs, sie wurden nur
durch unterschiedliche Prozesse hervorgerufen [vgl. TALL 1991b, S. 255] und werden oft
als verschiedene Namen für das gleiche Objekt gesehen [vgl. TALL b].
Die „proceptual-symbolic world“ ist die hauptsächliche Argumentationsgrundlage
der höheren Schulmathematik. Schüler arbeiten zwar mit beiden bisher genannten
Welten, aber die „symbolic world“ gewinnt im Laufe des Schullebens immer stärker an
Bedeutung.
1.1.3. The axiomatic-formal world
Während alle Schüler die ersten beiden Welten in der Schule in mehr oder weniger
intensiver Form nutzen, werden nicht alle Menschen mit der „axiomatic-formal world“
konfrontiert oder einen Anlass für die Beschäftigung mit ihr sehen [vgl. TALL 2002, S. 6].
Die dritte Welt basiert auf formalen, axiomatischen Definitionen und Beweisen [vgl.
TALL 2002, S. 6], [vgl. GRAY&TALL 2002, S. 6]. Hier sind häufig Definitionen der Ausgangs-
punkt und dann werden deduktiv weitere Eigenschaften und Beziehungen daraus her-
geleitet. Mit Hilfe von Axiomen werden allgemeine mathematische Strukturen definiert
(beispielsweise ’Gruppe’, ’Vektorraum’) [vgl. TALL 2004b, S. 285]. Das Ziel liegt in möglichst
allgemeinen Definitionen, so dass viele Spezialfälle deduktiv abgeleitet werden können.
Argumentationen stützen sich in dieser Welt auf Definitionen und formale Schlussfolge-
rungen, ohne auf inhaltbezogene Argumente zurückzugreifen. Die Namensgebung dieser
Welt erfolgt von Tall bewusst in Anlehnung an Hilberts axiomatisch-formalen Zugang
[vgl. TALL&MEJIA-RAMOS 2010, S. 139].
Die dritte Welt wird fast ausschließlich in der Hochschulmathematik genutzt. Für Stu-
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dienanfänger ist dieser Zugang neu- und andersartig, da das Verständnis mathematischer
Begriffe nun nicht mehr aus Erfahrungen abgeleitet werden kann und sich allgemeine
mathematische Aussagen nicht aus Spezialfällen und der aktiven Beschäftigung mit zu-
gehörigen Konzepten ergeben. Die Definitionen, die der dritten Welt zuzuordnen sind,
werden nicht mehr durch Spezialfälle und Ähnliches begründet, sondern nun werden
Schlussfolgerungen, z. B. bezüglich möglicher Spezialfälle, mittels eines formal korrekten
Beweises deduktiv gezogen. Anders als die zweite Welt, die sich aus der ersten ergibt,
entwickelt sich die axiomatische Welt nicht automatisch aus den beiden vorhergehenden
Welten. Die axiomatische Sichtweise wird durch die Hochschulmathematik bewusst neu
eingeführt.
Die drei Welten wurden hier in der Reihenfolge präsentiert, in der sie von Lernenden
erschlossen werden. Es ist ein zeitlicher Aufbau, durch den nach und nach weitere, neue
Welten kennengelernt werden können. Es gibt aber immer Phasen, in denen auf Welten
zurückgegriffen wird, die bereits lange bekannt sind. So wählt auch ein forschender
Mathematiker, der die axiomatisch-formale Welt beherrscht, an manchen Stellen die
’conceptual-embodied world’ für seine Überlegungen. Es gibt Bezüge zwischen den drei
Welten und besonders neue Inhalte werden häufig mit Hilfe der ersten beiden Welten
erschlossen, auch wenn in der Mathematik am Ende als Begründung für mathematische
Aussagen ein formaler Beweis gefordert wird. Darüber hinaus ist es wichtig, Bezüge zwi-
schen den drei Welten herzustellen und diese zu verbinden. So ist es gewinnbringend,
wenn beispielsweise die formale Definition einer Abbildung auch mit Anwendungen und
der Veranschaulichung durch einen Graphen verknüpft wird [vgl. TALL 2008, S. 10]. Au-
ßerdem gibt es einige Themen, wie beispielsweise die Geometrie, für die eine bestimmte
Welt, in diesem Fall die „conceptual-embodied world“, von großer Bedeutung ist.
1.1.4. Beweismöglichkeiten in den drei Welten der Mathematik
Der Beweis als Charakteristikum der Mathematik wird häufig als Alleinstellungsmerkmal
beim Vergleich mit anderen wissenschaftlichen Disziplinen genannt [vgl. HEINZE&REISS
2007, S. 333].
Es gibt verschiedene Arten von „Beweisen“, die verschiedene Funktionen erfüllen
können. Hierbei geht die Bedeutung der Beweise weit über das Aufzeigen der formalen
Korrektheit hinaus („[...] the importance of proof goes well beyond the establishment of
mathematical truth.“[HANNA&BARBEAU 2010, S. 85]). Heinze und Reiss [HEINZE&REISS
2007] nennen mehrere Funktionen von Beweisen. Neben der Validierung heben sie
besonders die erklärende Funktion hervor, die von manchen sogar als „most important
characteristics“ [HEINZE&REISS 2007, S. 339] angesehen wird.
Gerade im Bereich der Schulmathematik steht häufig nicht die „Validierungsfunktion“,
sondern eher die „erklärende Funktion“ im Vordergrund. „Beweisen kommt damit in der
Schulmathematik vor allem die Funktion der Wissens- bzw. Verständnisentwicklung zu,
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die eine Durchdringung der lokal geordneten schulmathematischen Zusammenhänge
erlaubt“ [FISCHER et al. 2009, S. 251]. Entsprechend der Anwendungsfelder der drei
Welten unterscheiden sich auch die damit verbundenen Beweisarten.
In der ersten Welt werden für die Validierung Experimente oder auch Gedankenexperi-
mente durchgeführt. Hierbei schließt man aus den Gegebenheiten in der Welt und hat
nicht das Ziel, eine allgemein gültige Aussage zu beweisen [vgl. TALL 2002, S. 10]. Es wer-
den häufig auch generische oder prototypische Beispiele herangezogen [GRAY&TALL 2002,
S. 6]. Die Beweise in der „proceptual-symbolic world“ unterscheiden sich grundlegend
von denen zur ersten Welt gehörigen. In der zweiten Welt werden Aussagen vor allem
durch Rechnungen und Umformungen bewiesen [vgl. TALL 2008, S. 20] [vgl. GRAY&TALL
2002, S. 6]. An dieser Stelle ist allerdings noch nicht zwingend nötig, dass mit Rechnungen
die Gültigkeit eines allgemeinen Falls gezeigt wird. In beiden Welten spielt die erklärende
Funktion eine entscheidende Rolle. Dies ist bei der „axiomatic-formal world“ anders.
Nun ist die formal korrekte Validierung der Aussagen auf Grundlage von Axiomen und
bereits hergeleiteten Sätzen das ausschlaggebende Kriterium, so dass anschließend wei-
tere Aussagen durch Deduktion abgeleitet werden können. Derartige formale Beweise
werden häufig als Endstufe der mathematischen Denkens aufgefasst.
„ The written formal proof is the final stage of mathematical thinking. [TALL 2008,
S. 10] “
Die meisten Mathematiker würden nur solchen formalen Schlussfolgerungen den
Status eines formalen Beweises zusprechen, auch wenn häufig zu Beginn lediglich eine
Beweisidee vorhanden ist, die erst anschließend formal korrekt ausformuliert wird. Bei
den „Beweisen“ der ersten beiden Welten würden viele Mathematiker hingegen wahr-
scheinlich lediglich von Begründungen oder Erläuterungen sprechen [vgl. TALL 2002,
S. 7]. In der axiomatisch-formalen Welt muss allein auf Grundlage der Axiome und De-
finitionen bewiesen werden, so dass man insgesamt ein „koheräntes mathematisches
System“ erhält ([TALL 2002, S. 1], übersetzt). Durch diese formale Strenge wird mit Be-
weisen in der „axiomatic-formal world“ gezeigt, dass eine Aussage für alle Beispiele im
Gültigkeitsbereich korrekt ist. Solche formalen Beweise bereiten vielen Studierenden
Schwierigkeiten, was wahrscheinlich damit zusammenhängt, dass Beweise nicht das
vorrangige Ziel haben, einen Sachverhalt zu verdeutlichen und entsprechend häufig
auch nicht leicht verständlich sind. Außerdem liegt gerade zu Beginn des Studiums ein
Mangel an Erfahrungen mit Beweisen vor. Insbesondere die indirekten Beweise bereiten
oft große Probleme. So entscheidet sich bei einer Untersuchung von David Tall, bei der
Studierende zwischen dem indirekten Standardbeweis und einem alternativen Beweis zur
Irrationalität von
p
2 wählen können, die Mehrheit für den alternativen Beweis [vgl. TALL
1992, S. 507]. (Im alternativen Beweis wird gezeigt, dass bei den Quadraten rationaler
Zahlen die Anzahl der einzelnen Primfaktoren der Primfaktorzerlegung des Zählers und
Nenners jeweils gerade sein muss. Folglich kann 2= 2/1 kein Quadrat einer rationalen
Zahl sein [vgl. TALL 1979, S. 203].)
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Die Schwierigkeiten bei den formalen Beweisen, die bei einem Großteil der Studienan-
fänger vorhanden sind, lassen sich dadurch erklären, dass viele Studierende nicht den
„formal approach“ wählen und dementsprechend die Bedeutung nicht via Deduktion
aus formalen Definitionen ableiten [vgl. PINTO&TALL 2001, S. 57]. Pinto & Tall sprechen
hier von einer Zweiteilung in „formal approach“ und „natural approach“. Beim „natural
approach“ nimmt man die ersten beiden Welten zur Hilfe („embodiment“ und „symbo-
lism“) und mit deren Hilfe werden mögliche Theoreme abgeleitet und aufgestellt, die
dann anschließend in einem nächsten Schritt in die formale Sprache übersetzt und auf
formalem Wege bewiesen werden [vgl. TALL c] [vgl. TALL&MEJIA-RAMOS 2010, S. 143].
Die Basis beim „natural approach“ ist das concept image des jeweiligen Lerners [vgl. PIN-
TO&TALL 2001, S. 57]. Die Tatsache, dass beim „natural approach“ nicht von der formalen
Definition mitsamt ihrer Vorgaben ausgegangen wird, ist eine mögliche Erklärung für
Schwierigkeiten mit formalen und insbesondere indirekten Beweisen.
1.2. Die APOS-Theorie nach Ed Dubinsky
Die APOS-Theorie wurde von Ed Dubinsky speziell für das „advanced mathematical
thinking“ konzipiert. Es ist eine Theorie zum Prozess des Erschließens mathematischer
Begriffe. Trotz der Fokussierung auf das „advanced mathematical thinking“ kann sie nach
Meinung Dubinskys auch bei der Untersuchung des mathematischen Verständnisses von
Lernenden bei einfacheren Konzepten hilfreich sein [vgl. DUBINSKY&MCDONALD 2001,
S. 8]. Mit Hilfe dieser Theorie soll neben einem Einblick in das Erlernen mathematischer
Konzepte auch das Erklären einiger Schwierigkeiten der Lernenden möglich sein [vgl.
DUBINSKY&MCDONALD 2001, S. 10]. Nach Dubinsky kann die Theorie bei Forschungs-
projekten direkt zur Analyse von Daten genutzt werden [vgl. DUBINSKY&MCDONALD
2001, S. 4].
Laut der APOS-Theorie basiert das mathematische Verständnis auf einem festgelegten
Vorgehen beim Umgang mit mathematischen Problemen:
The theory we present begins with the hypothesis that mathematical knowled-
ge consists in an individual’s tendency to deal with perceived mathematical
problem situations by constructing mental actions, processes, and objects and
organizing them in schemas to make sense of the situations and solve the
problems. In reference to these mental constructions we call it APOS Theory.
[DUBINSKY&MCDONALD 2001, S. 2]
Nachfolgend werden die einzelnen Aspekte der APOS-Theorie kurz erläutert. Zur Be-
deutung des Begriffs action erklärt Dubinsky Folgendes:
An action is a transformation of objects perceived by the individual as essen-
tially external and as requiring, either explicitly or from memory, step-by-step
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instructions on how to perform the operation. [DUBINSKY&MCDONALD 2001,
S. 2]
Das Entscheidende bei einer action ist der äußere Anstoß. Eine action ist immer eine
Reaktion und es muss für den Lernenden deutlich werden, welche Schritte nun auszu-
führen sind („[...] can carry out the transformation only by reaction to external cues that
give precise details on what steps to take.“ [ASIALA et al. 2004, S. 9]). In dieser Phase wird
weder die Bedeutung noch der Hintergrund, der die action bedingt, erfasst. In [ASIALA
et al. 2004] werden die einzelnen Aspekte am Beispiel „Funktionen“ verdeutlicht. Auf der
Stufe der action sind die Lernenden lediglich in der Lage, eine Funktion an konkreten
Stellen auszuwerten oder eine Vorschrift umzuformen. Ein weitergehendes Verständnis,
das zum Beispiel erlaubt, das Inverse oder die Komposition von Funktionen anzugeben,
liegt an dieser Stelle noch nicht vor [vgl. ASIALA et al. 2004, S. 9/10].
Wenn eine action oft genug wiederholt wurde und der Lernende diese auch reflektiert
hat, kann sie internalisiert werden, so dass kein externer Anstoß mehr benötigt wird. Die
nun vorliegende interne, mentale Konstruktion nennt Dubinsky process:
When an action is repeated and the individual reflects upon it, he or she can
make an internal mental construction called a process which the individual
can think of as performing the same kind of action, but no longer with the
need of external stimuli. An individual can think of performing a process
without actually doing it, and therefore can think about reversing it and
composing it with other processes. [DUBINSKY&MCDONALD 2001, S. 3]
Der entscheidende Unterschied des process zur action liegt in dem Wort „internal“.
Der Lernende kann die Umformungen nun kontrollieren, in dem Sinne, dass er sie be-
schreiben und reflektieren kann, auch ohne sie tatsächlich durchzuführen. [vgl. COTTRILL
et al. 1996, S. 171]. In Bezug auf das Beispiel Funktionen wird eine Funktion nun als
Prozess aufgefasst, dem ein oder mehrere „inputs“ zugeordnet sein können. Durch dieses
Konzept, eine Funktion als Prozess aufzufassen, können auch Funktionen wie sin(x)
verstanden werden, bei denen keine konkreten Abbildungsvorschriften vorliegen [vgl.
ASIALA et al. 2004, S. 10].
Der nächste Schritt führt zum object. Ein Objekt entwickelt sich aus einem Prozess,
indem eine „encapsulation of a process“ stattfindet [vgl. COTTRILL et al. 1996, S. 171].
An object is constructed from a process when the individual becomes aware
of the process as a totality and realizes that transformations can act on it.
In dieser Phase können auch selber Umformungen („transformations“) konstruiert
werden, die im Bezug zum jeweiligen object stehen [vgl. ASIALA et al. 2004, S. 10]. Bezug-
nehmend auf das Beispiel können bei den Funktionen nun, da sie als object aufgefasst
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werden, „manipulations“ durchgeführt werden, indem sie z. B. addiert oder multipliziert
werden [vgl. ASIALA et al. 2004, S. 10].
Letztendlich entstehen die sogenannten schemas. Mit Hilfe dieser schemas wird das
Lösen mathematischer Fragestellungen möglich. Die schemas sind individuell und durch
das Verknüpfen mehrerer entsteht ein Gerüst im Bewusstsein der Lernenden („frame-
work“ [vgl. DUBINSKY&MCDONALD 2001, S. 3]). Den Begriff schema und auch das Entste-
hen verschiedener Ebenen von schemas erklärt Dubinsky folgendermaßen:
A collection of processes and objects can be organized in a structured manner
to form a schema. Schemas themselves can be treated as objects and included
in the organization of „higher level“ schemas. When this happens, we say
that the schema has been thematized to an object. The schema can then be
included in higher level schemas of mathematical structures. [ASIALA et al.
2004, S. 11/12]
Die einzelnen schemas sind klar abgegrenzt, so dass bei allen „phenomena“ entschie-
den werden kann, ob es dazu gehört oder nicht [vgl. DUBINSKY&MCDONALD 2001, S. 3].
Die schemas können beliebig komplex werden, so dass ein Beispiels im Bereich Funktio-
nen das Konzept des Funktionenraums ist, wobei das schema auch verknüpfte Operatio-
nen und Eigenschaften dieser Operationen usw. enthält und wiederum Verknüpfungen
mit anderen Konzepten vorliegen [vgl. ASIALA et al. 2004, S. 12].
Dubinsky selber stellt eine Verbindung zwischen dem schema und dem concept image
nach Tall (siehe 2.3) her und betont, dass diese beiden Ideen sehr ähnlich seien [vgl.
DUBINSKY&MCDONALD 2001, S. 3].
Die vier Phasen unterliegen einer zeitlichen Abfolge, so dass die zur jeweiligen Phase
gehörigen Konzepte durchdrungen werden müssen, bevor der nächste Schritt möglich
ist. Allerdings ist nicht zu erwarten, dass die Konzepte immer in direkter Abfolge linear
nacheinander erworben werden. Vielmehr ist davon auszugehen, dass zwischendurch
z. B. auch wieder auf actions zurückgegriffen wird [vgl. DUBINSKY&MCDONALD 2001,
S. 3f.].
Wie eingangs erwähnt, hat Dubinsky diese Theorie für das Verständnis des „advanced“
mathematical thinking konzipiert [vgl. DUBINSKY&MCDONALD 2001, S. 8], aber gerade
bei der axiomatisch-formalen Mathematik sieht Tall Grenzen dieser Theorie, da hier ein
neuer Zugang gewählt wird, bei dem das „axiomatic object“ der Startpunkt ist [TALL 1999,
S. 115]. Außerdem kritisiert er den Ansatz, dass laut Dubinsky erst das Objekt „encap-
sulated“ sein muss, bevor überhaupt ein Verständnis vorliegt und es zur Lösung von
Aufgaben genutzt werden kann. Tall hingegen betont die Wichtigkeit der „embodied
world“, der ersten Welt in seiner Theorie. Laut Tall kann hier bereits von einem Verständ-
nis gesprochen werden, ohne dass numerische oder symbolische Prozesse bekannt sind
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und benutzt werden [vgl. TALL 1999, S. 115/117]. Insgesamt gibt es für Tall einige Bereiche
der Mathematik, die sehr gut zur APOS-Theorie passen (beispielsweise Arithmetik oder
Algebra), aber auch andere Bereiche, wie z. B. die Geometrie, für die sie ihm weniger
relevant erscheint. Ein Problem der APOS-Theorie scheint darin zu liegen, dass mit einer
einzigen Theorie das Verständnis in allen Bereichen der Mathematik erklärt werden soll.
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Aus den im letzten Kapitel vorgestellten Konzepten zum Erlernen mathematischer Inhalte
lassen sich keine Kategorien ableiten, die bei der Analyse qualitativer Daten direkt ge-
nutzt werden könnten. Deshalb sollen in diesem Kapitel konkrete Aspekte, die zu einem
umfassenden Verständnis mathematischer Begriffe gehören, herausgearbeitet werden.
Hierbei werden sowohl mathematikdidaktische als auch kognitionspsychologische Ansät-
ze berücksichtigt.
Die Einführung neuer Begriffe ist ein zentraler Aspekt der Anfängerveranstaltungen
im Fach Mathematik. In der Mathematik geschieht dies meistens mittels einer formalen
Definition, die in der Vorlesung präsentiert wird. Doch für ein umfassendes Verständ-
nis eines mathematischen Begriffs reicht die Definition allein nicht aus. Deshalb sollen
in diesem Kapitel die mathematische Begriffsbildung näher beleuchtet, sowie Aspekte
herausgearbeitet werden, die beim Verständnis eines Begriffs von Bedeutung sind. Im
nächsten Abschnitt wird der Aspekt des Vorwissens verstärkt einbezogen, so dass das
mentale Modell des einzelnen Lerners in den Vordergrund rückt und für das Fach Mathe-
matik näher auf die Unterscheidung zwischen ’concept image’ und ’concept definiton’
nach Tall einzugehen bleibt.
2.1. Theorien zum Erlernen mathematischer Begriffe
„ Ankerpunkte menschlichen Wissensbesitzes sind die Begriffe. [KLIX 1998, S. 576] “
Die Begriffe darf man sich allerdings nicht als isolierte Einheiten vorstellen, sondern
es existieren Beziehungen zwischen ihnen, die neben den Begriffen selber für das Wis-
sen von entscheidender Bedeutung sind. Nach Klix [vgl. KLIX 1998, S. 537] gehört zu
einem Begriff immer eine benennende Wortmarke, verbunden mit einem Merkmalssatz.
Zum Merkmalssatz gehören alle klassifizierungsrelevanten Eigenschaften dieses Begriffes,
so dass aufgrund dieses Satzes eine eindeutige Zuordnung stattfinden kann. Allein die
Kenntnis eines solchen Merkmalssatzes reicht jedoch in der Regel nicht aus, um ein Kon-
zept, z. B. ein mathematisches Konzept, vollständig zu erfassen. Vielmehr ist es wichtig,
dass mit dem Begriff nicht nur die für die Klassifizierung relevanten Merkmale verbunden
werden, sondern unter anderem auch Beispiele, Prototypen und Visualisierungen. Die
Bedeutung der Beispiele lässt sich durch Untersuchungen unterstreichen, die gezeigt
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haben, dass es allgemein für den Begriffserwerb durchaus hilfreich sein kann, wenn erste
Erfahrungen mit Hilfe von typischen Beispielen gesammelt werden [vgl. HOFFMANN 1986,
S. 26].
Mathematische Begriffe unterscheiden sich von vielen Begriffen in anderen Bereichen.
Sie sind eindeutig definierbar und deshalb ist auch eine Abgrenzung zu anderen Begriffen
problemlos möglich.
Bereits Poincaré machte sich Gedanken darüber, dass die Mathematik zwar die „klars-
ten Begriffsbestimmungen hat, aber dennoch für die Mehrheit unverständlich ist“ [WIN-
TER 1983, S. 181]. Diesen Schwierigkeiten entsprechend wird bei der Frage nach Einzel-
komponenten für das Verständnis eines mathematischen Begriffs heute auch nicht nur
die Definition genannt. So nennt beispielsweise Vollrath [VOLLRATH 1987, S. 3] für die
Bildung eines mathematischen Begriffs die Teilbereiche:
• „Betrachtung einer Eigenschaft zur Charakterisierung des Begriffs“
• „Wahl einer Begriffsbezeichnung“
• „Angabe einer Definition“
• „Angabe von Beispielen und Gegenbeispielen“
• „Suchen von Eigenschaften“
• „Erforschung von Beziehungen zu Nachbarbegriffen“
Es fällt auf, dass die Definition nur ein Element ist und es ist herauszustellen, dass
es nicht an erster Stelle genannt wird. Diese Komponenten werden nicht ausschließlich
auf das Fach Mathematik bezogen, sondern in sehr ähnlicher Form auch in der Päda-
gogischen Psychologie als Grundlage für das Begriffslernen angesehen (Beispiele und
Nicht-Beispiele, zutreffende und nicht-zutreffende Merkmale, eine Bezeichnung und eine
Definition) [vgl. WOOLFOLK 2008, S. 353].
Darüber hinaus ist es nicht sinnvoll, Begriffe isoliert zu erwerben, sondern sie müssen
in das bisherige Wissensnetz integriert werden und Verbindungen und Abgrenzungen
(z. B. durch Gegenbeispiele) hervorgehoben werden. Vollrath betont, dass zum vollständi-
gen Verständnis eines Begriffs die Fähigkeit gehört, „Beziehungen [zu anderen Bereichen]
zu sehen und mit Begriffen arbeiten zu können“ [vgl. VOLLRATH 1987, S. 3].
Freudenthal betont speziell für das Fach Mathematik die besondere Bedeutung des
Mathematisierens. Es ist wichtig zu lernen, „einen nicht-mathematischen Stoff (oder
nicht genügend mathematischen Stoff) zu mathematisieren, d.h. so zu ordnen, dass er
eine mathematischer Verfeinerung zugängliche Struktur erhält“ [FREUDENTHAL 1977,
S. 127]. Er betont an dieser Stelle die Bedeutung eines Realitätsbezugs. Um Mathematik
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vollständig zu erfassen, ist es unumgänglich, selber zu ordnen, zu strukturieren, zu axio-
matisieren und zu formalisieren. All diese Prozesse fasst Freudenthal unter dem Begriff
des Mathematisierens zusammen. In höheren Stufen des Mathematisierungsprozesses,
in denen „das Material lokal mathematisch ist“, muss es „global mathematisch geordnet
werden“. Dies ist ein schwieriger und komplexer Prozess, aber auch auf niedrigeren
Stufen ist es wichtig, dass der „mathematische[] Stoff wenigstens lokal geordnet wird“
[FREUDENTHAL 1977, S. 127f.].
Engelbrecht [vgl. ENGELBRECHT 2010, S. 150] fordert für das umfassende Verständnis
eines Konzepts speziell im Bereich der universitären Mathematik ganz ähnliche Fähigkei-
ten wie Vollrath, wobei er die Fähigkeit der Visualisierung und die verbale Beschreibung
stärker betont.
Die besondere Wichtigkeit von Beispielen wird besonders in der Prototypentheorie her-
ausgestellt. In der vor dem Aufstellen der Prototypentheorie dominierenden klassischen
Theorie (siehe Klix) geht man davon aus, dass „Begriffe aus definierenden Eigenschaften
oder unterscheidenden Merkmalen bestehen“ [vgl. WOOLFOLK 2008, S. 351]. Jedoch sind
einige Begriffe gar nicht klar abgrenzbar über Eigenschaften zu definieren. An dieser
Stelle scheint die Prototypentheorie bessere Erklärungsmöglichkeiten zu bieten, denn
hiernach wird ein Begriff „in Form von typischen Objekten“ bzw. Vertretern abgespei-
chert [vgl. LAMBERT 2003, S. 96], so dass bei der Frage nach der Zugehörigkeit zu einem
Begriff mit den typischen Beispielen abgeglichen wird und je nach Grad der Unterschiede
eine Entscheidung für oder gegen die Klassifizierung in Bezug auf den jeweiligen Begriff
stattfindet.
Rosch hat im Bereich der Prototypentheorie viele Untersuchungen durchgeführt und
geht davon aus, dass keine Liste an notwendigen formalen Kriterien abgespeichert wird
und Elemente einer Kategorie auch nicht einzeln vermerkt werden, sondern in Form
eines „typical category member“ [vgl. ROSCH 1977, S. 214]. Dieses typische Element,
dieser Prototyp, ist ein idealisierter Vertreter und muss nicht zwingend real existieren,
sondern fungiert eher als Vergleichsmöglichkeit bei der Frage, ob ein Element dem
jeweiligen Begriff zugeordnet werden kann. In weiteren Studien hat Rosch untersucht,
wodurch sich Beispiele auszeichnen, die als prototypisch eingestuft werden.
Six experiments explored the hypothesis that the members of the categories
which are considered most prototypical are those with most attributes in
common with other members of the category and least attributes in common
with other categories. [ROSCH&MERVIS 1975, S. 573]
Laut Lambert „arbeiten viele Mathematiker mit prototypischen Repräsentanten“ [LAM-
BERT 2003, S. 98]. Im Bereich der Mathematik sind hier vor allem besonders prägnante
und anschauliche Beispiele beziehungsweise Nicht-Beispiele zu nennen.
In den heutigen Schulbüchern ist der Stellenwert der Beispiele sehr hoch und dort
werden häufig nur recht kurz oder auch erst nach der Betrachtung einer Reihe von
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Beispielen die charakteristischen und definierenden Eigenschaften herausgearbeitet
[vgl. auch MIETZEL 2003, S. 204]. Im Unterschied zu vielen anderen Disziplinen ist das
Besondere der Mathematik, dass in der Regel eindeutig klassifizierende Eigenschaften
angegeben werden können und dementsprechend eine Definition der Begriffe nach der
klassischen Theorie möglich ist. Diese Besonderheit wird von erfahrenen Mathematikern
auch berücksichtigt, denn obwohl sie häufig mit Prototypen arbeiten, findet hier dennoch
vor einem abschließenden Urteil ein Abgleich mit den definierenden Eigenschaften und
ein logisches Begründen statt.
2.2. Mentales Modell
In der ersten Phase der Forschung zur Begriffsbildung lag das Augenmerk vor allem auf
Merkmalssätzen, die die definierenden Eigenschaften enthalten. Diese strenge regelgelei-
tete Definition stand bei der Prototypentheorie bereits nicht mehr im Zentrum und die
Bedeutung des Vorverständnisses des Individuums rückte langsam in den Mittelpunkt.
Heute spielt der Lerner in der Forschung zu Begriffsbildungen eine entscheidende Rolle,
da davon auszugehen ist, dass sich die Vorstellungen zu Begriffen individuell unterschei-
den [vgl. ECKES 1996, S. 299, 302]. Entsprechend dem bereits erwähnten Prinzips des
Konstruktivismus, wird nicht davon ausgegangen, dass Wissen einfach übertragbar ist.
„Vielmehr muss jedes Individuum Sinn und Bedeutung der Inhalte in Gedanken selbst
konstruieren.“ [HEFENDEHL-HEBEKER 2003, S. 109]. Auch wenn etwas bisher Unbekann-
tes vermittelt wird, bringt der Lerner ein gewisses Vorverständnis mit. Dieses können
z. B. Erfahrungen, Beispiele oder Bilder sein. Auch wenn in universitären Mathematik-
veranstaltungen etwas vermittelt wird, das keinen direkten Bezug zu bisher bekannten
Begriffen hat, ist davon auszugehen, dass z. B. Erfahrungen im Fach Mathematik oder
auch präferierte Herangehensweisen Einfluss auf das Erfassen und Verarbeiten des neuen
Begriffs haben. Dementsprechend ist wahrscheinlich, dass das individuelle Verständnis
zum jeweiligen Begriff, das mentale Modell, nicht oder zumindest nicht ausschließlich
die Kenntnis der angegebene Definition umfasst.
The psychological core of understanding, I shall assume, consists in your
having a ’working model’ of the phenomenon in your mind. [JOHNSON-LAIRD
1983, S. 2]
Wie der Begriff Modell bereits ausdrückt, muss die individuelle Vorstellung nicht
zwangsläufig mit dem Original übereinstimmen oder alle Aspekte desselben beinhalten.
Durch das Lernen oder Erfahren neuer Zusammenhänge kann es zu Veränderungen beim
mentalen Modell kommen. Das Modell spiegelt immer den momentanen Wissenstand
wieder und auch wenn es häufig zu Beginn nicht vollständig und konsistent ist, wird
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bei zu bewältigenden Aufgaben das zur Verfügung Stehende herangezogen. Es ist ver-
ständlich, dass sich die mentalen Modelle von Lernenden und Experten unterscheiden,
da die Lernenden noch keinen Überblick haben und für sie keine Einordnung in ein
Gesamtschema wie bei einem Experten möglich ist. So ist es natürlich einleuchtend,
dass ein Grundschüler ein anderes mentales Modell bezüglich der natürlichen Zahlen be-
sitzt als ein Mathematikstudent, der durch Zahlbereichserweiterungen eine ganz andere
Einordnung vornehmen kann.
Der Begriffserwerb im Bereich der Mathematik ist etwas Besonderes, da die Mathema-
tik eine abstrakte Wissenschaft ist.
Some mental models may be highly artificial and acquired only by dint of deli-
berate cultural training, e.g., models governing domains of pure mathematics.
[JOHNSON-LAIRD 1983, S. 11]
In vielen Bereichen ist das mentale Modell sehr stark durch Vorerfahrungen (aus dem
Alltag) geprägt (z. B. in einigen Bereichen der Physik). Die Bedeutung dieses Einflus-
ses ist in der Mathematik geringer, da häufig nur eine explizite Beschäftigung mit der
Mathematik zu Änderungen des mentalen Modells führen kann. Hierdurch sind weni-
ger Fehlvorstellungen zu erwarten, die z. B. aus Alltagserfahrungen resultieren. Mit der
Problematik aufgrund von Vorerfahrungen bestehender Fehlvorstellung setzt sich die
Theorie des ’conceptual change’ detailliert auseinander [vgl. VOSNIADOU 1994]. Dieses
soll aufgrund der nicht besonders hohen Relevanz im Bereich der Mathematik jedoch an
dieser Stelle nicht detaillierter dargestellt werden.
2.3. ’Concept Image’ und ’Concept Definition’
Die Begriffe concept image und concept definition stehen im engen Zusammenhang zum
mentalen Modell und wurden von Vinner speziell in Bezug auf das Begriffsverständnis
im Bereich Mathematik eingeführt.
Die concept definition ist axiomatisch aufgebaut oder enthält die exakte Definition
eines Begriffs, mit Hilfe derer in der Mathematik auf einer rein formalen Ebene gearbeitet
wird. Das concept image hingegen ist ein mentales Modell, das zu einem Begriff vorliegt
und im Gegensatz zur concept definition individuell unterschiedlich ist.
We shall use the term concept image to describe the total cognitive structure
that is associated with the concept, which includes all the mental pictures
and associated properties and processes. It is built up over the years through
experiences of all kinds, changing as the individual meets new stimuli and
matures. [TALL&VINNER 1981, S. 152]
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Auch wenn die formale Definition bekannt ist, ist sie häufig nicht das, was mit dem
jeweiligen mathematischen Begriff direkt verbunden wird; es können zum Beispiel als
erstes auch Visualisierungen angesprochen werden.
Im Bereich der universitären Mathematik ist häufig bei der Behandlung eines Begriffs in
der Vorlesung bei den Studierenden zunächst kein concept image vorhanden. Auch wenn
dieses erst mit dem Kennenlernen der Definition gebildet wird, folgt nicht zwingend, dass
das image keine falschen Elemente enthält und alle Aspekte der Definition beinhaltet [vgl.
VINNER 1991, S. 70]. Außerdem ist es möglich, dass aus der formalen Definition falsche
Schlüsse gezogen werden. So hat sich beispielsweise in Untersuchungen von Tall und
Vinner gezeigt, dass der Begriff des Grenzwertes häufig viel zu eng gefasst wird, so dass
die Meinung besteht, dass eine Folge sn nur dann gegen einen Grenzwert s konvergiere,
wenn die Folgenglieder sich diesem Element zwar immer weiter nähern, aber den Wert
selber nicht erreichen würden [vgl. DAVIS&VINNER 1986, S. 285].
Im Endeffekt kann das concept image alle Teilbereiche umfassen, die oben für das
umfassende Verständnis eines Begriffs gefordert wurden. Das concept image kann bei
unterschiedlichen Personen sehr unterschiedlich aufgebaut und somit untereinander
nicht kompatibel sein, aber auch das concept image einer Person muss einerseits nicht
konsistent sein und kann andererseits auch der Definition widersprechende Elemente
enthalten.
Die Abbildung 2.1 veranschaulicht, dass es sich beim concept image um mentale
Vorstellungen handelt, während die concept definition aus Axiomen und Definitionen
besteht. Es bleibt zu betonen, dass durchaus mehrere concept images parallel bestehen
können.
It may be that the old concept image [...] and the new concept image [...]
act at the student’s mind simultaneously. It is a well known phenomenon in
science learning, where, very often, old schemes are found together with new
schemas in students’ thinking. [VINNER 1991, S. 78]
Dementsprechend kann beispielsweise das concept image zum Thema Abbildungen,
das durch die Schulmathematik geprägt wurde, weitgehend unabhängig sein von dem
concept image, das durch die universitäre Mathematik gebildet wurde, wobei das erste
auch nicht zwangsläufig verdrängt oder verändert wird.
Wie die concept images im einzelnen Fall genau aussehen, hängt auch mit dem je-
weiligen Kontext, der Aufgaben- bzw. Fragestellung zusammen. Man kann also nicht
von einem oder einigen zu einem bestimmten Zeitpunkt festgelegten concept images
sprechen, sondern muss von dem durch die jeweilige Aufgabe hervorgerufenen concept
image sprechen. Hierfür führen Tall und Vinner (1981) den Begriff evoked concept image
ein, welches den Teil eines Begriffsverständnisses bezeichnet, der in einem gegebenen
Kontext hervorgerufen wird [vgl. VINNER 1991, S. 68]. In der vorliegenden Studie FDSA
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Abbildung 2.1.: Tall [TALL 2001, S. 206]: Concept image and concept definition
kann dementsprechend auch nur das evoked concept image untersucht werden, da die
Studierenden aufgefordert werden, sich mit einer speziellen Aufgabe zu beschäftigen
oder Fragen zu beantworten. Mit Hilfe der evoked concept images lässt sich erklären, dass
bei verschiedenen Aufgaben und Herangehensweisen von Seiten der Studierenden sich
scheinbar widersprechende Aussagen gemacht werden. Durch den jeweiligen Kontext
werden verschiedene concept images angesprochen und diese müssen untereinander
nicht konsistent sein.
Harel & Tall [vgl. HAREL&TALL 1991, S. 38f.] [vgl. TALL 1991c, S. 12] beschreiben drei
verschiedene mögliche Reaktionen, wenn ein concept image vorhanden ist und eine
Definition hinzukommt.
• Expansive generalization: Erweiterung der vorhandenen kognitiven Struktur. Es
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sind keine Änderungen am bisherigen concept image nötig, da keine Diskrepanz zu
den neuen Elementen besteht.
• Reconstructive generalization: Es ist eine Anpassung der kognitiven Struktur nötig.
Es findet eine Veränderung des existierenden concept image statt, um den Bereich
der Anwendbarkeit auszuweiten.
• Disjunctive generalization: Für die zusätzliche Information wird ein neues, unab-
hängiges concept image konstruiert. Das ursprüngliche mentale Modell wird nicht
verändert, obwohl eine Anpassung nötig wäre. Beide Konzepte bestehen parallel.
Die beiden erstgenannten Möglichkeiten sind kognitive Generalisierungen, da bereits
zuvor bekannte Fälle korrekterweise als Spezialfälle angesehen werden. Durch die dis-
junctive generalization gelingt es dem Lerner zwar viele Aufgaben korrekt zu lösen, aber
es handelt sich nicht um eine kognitive Generalisierung, da es kein allgemeines Kon-
zept gibt [vgl. HAREL&TALL 1991, S. 38]. Solche disjunctive generalization können bis
zu einem gewissen Grad nützlich sein, behindern aber häufig ein weitergehendes und
vertiefendes Verständnis. Für Lehrende ist in der Regel leider schwer zu erkennen, dass
eine disjunctive generalization vorliegt [vgl. TALL 1991a, S. 12].
In Studien hat sich gezeigt, dass es Studierenden häufig schwer fällt, formale Defini-
tionen für Erläuterungen und Beweise zu nutzen. Vielmehr bilden sie ihre persönliche
Version der Definition, die jedoch nicht immer passend ist und somit zu Fehlschlüssen
führen kann. Besonders bei formalen Beweisen zeigen sich große Schwierigkeiten, wenn
nur ein schwaches Verständnis der Definition, aber gleichzeitig ein starkes concept image
vorliegt. Diese Problematik zieht sich dann häufig durch das ganze Mathematikstudium
[vgl. TALL 2001, S. 204].
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Die Studie FDSA hat das Ziel, mehr über die mentalen Modelle zu mathematischen
Begriffen bei Studienanfängern in Erfahrung zu bringen. Es soll insbesondere der Frage
nachgegangen werden, wie das concept image zu den jeweiligen Begriffen zum Inter-
viewzeitpunkt aussieht und welche Unterschiede es eventuell zur concept definition
gibt.
Die Kategorien, die der Analyse der Studie FDSA zugrunde liegen, orientieren sich an
den Kriterien, die für ein umfassendes Verständnis eines mathematischen Begriffs von
Bedeutung sind (vgl. Abschnitt 2.1) und wurden mit Hilfe der Analyse der Interviews aus
der Pilotstudie der Studie FDSA ausdifferenziert. Neben der Kenntnis einer Definition,
die häufig im ersten Schritt erfragt wird, liegt ein besonderes Augenmerk auf mit dem
Begriff verknüpften Beispielen und Veranschaulichungen, sowie dem formalen Umgang,
den formalen Fertigkeiten. Hieraus ergeben sich für die Analyse folgende Kategorien:
• Mentales Modell unter besonderer Berücksichtigung vorhandener Fehlvorstellun-
gen
• Formale Fertigkeiten
• Generische und exemplarische Veranschaulichungen
Im Folgenden werden nun die einzelnen Kategorien näher erläutert.
3.1. Mentales Modell und vorhandene Fehlvorstellungen
In dieser ersten Kategorie sollen die Vorstellungen der Studierenden zu mathematischen
Begriffen näher untersucht werden. Vorwissen, das bereits vor der Behandlung in der Ver-
anstaltung erworben wurde, hat einen entscheidenden Einfluss auf das aktuelle mentale
Modell. Es gibt viele Ursachen für Fehlvorstellungen und hier sollen die Fehlvorstellun-
gen der Teilnehmer sowohl dargestellt, als auch mögliche Ursachen und Konsequenzen
aufgezeigt werden. An dieser Stelle ist noch einmal darauf hinzuweisen, dass verschiede-
ne Aufgaben und Situationen durchaus verschiedene concept images hervorrufen können
(evoked concept images), so dass sich durch die verschiedenen Antworten ein inkonsis-
tentes Gesamtbild ergeben kann.
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Die hier verwendete Arbeitsdefinition des Begriffs Fehlvorstellung orientiert sich an
Lukas:
Falsche Antworten können zustande kommen durch Wissensdefizite im Sin-
ne fehlender Wissenselemente oder durch das Vorliegen von Vorstellungen,
die objektiv falsch sind, d. h. nicht übereinstimmen mit der einschlägigen
Lehrbuchmeinung (Fehlkonzepte). [LUKAS 1997, S. 198]
Im Gegensatz zu Lukas, der mit dem Begriff Fehlkonzepte lediglich Elemente des
mentalen Modells bezeichnet, die der concept definition widersprechen, möchten wir
den Begriff Fehlvorstellung weiter fassen, indem wir auch fehlendes Wissen in Bezug auf
mathematische Begriffe darunter fassen [vgl. auch CHEN&DHAR 1988, S. 5].
Untersuchungen zu Fehlvorstellungen haben gezeigt, dass es sich dabei in der Regel
nicht um zufällige Fehler handelt, sondern dass die Fehler systematisch und dementspre-
chend ein Bestandteil des mentalen Modells sind.
Although an error is considered to be random or haphazard mistake, miscon-
ceptions arise when students incorrectly apply previously learned strategies
to solve new problems [HIEBERT&CARPENTER 1992]. Experts believe that er-
rors that signal deeper misunderstandings about algebraic concepts are not
haphazard but are systematic and derive from experience with arithmetic or
from student-created theories [...]. [RUSSELL&O’DWYER 2009, S. 416]
Passend zu diesen Ergebnissen spricht auch Winter davon, dass gezeigte Fehler bzw.
Fehlvorstellungen „Ausdruck eines anderen Verständnisses“ sind und eine „gewisse
Logik“ tragen [vgl. WINTER 1997, S. 162].
Außerdem wird betont, dass Fehlvorstellungen als „notwendige Bruchstelle“ [PREDI-
GER 2004, S. 2] anzusehen sind. Das Erkennen einer vorhandenen Fehlvorstellung, einer
Hürde, die auf dem Weg zum umfassenderen Verständnis des Begriffs genommen werden
muss, gehört zum Lernprozess. Allein durch die Auseinandersetzung mit solchen Hürden
kann man dem Kern des Begriffs näher kommen. Fehlvorstellungen dürfen nicht von
vornherein als schlecht bewertet werden, auch wenn sie häufig als Halbwissen bezeichnet
werden [vgl. MESTRE 1989, S. 1]. Sie können anzeigen, wie weit der Weg zum umfassen-
den Verständnis bereits beschritten wurde. Entsprechend kann den in den Interviews
gezeigten Fehlvorstellungen eine Aussagekraft bezüglich des vorhandenen mentalen
Modells zugeschrieben werden.
Um das concept image zu beleuchten, sollen die Studierenden in den Interviews Be-
griffe und Zusammenhänge erläutern und auch neue Verbindungen zwischen Themen-
gebieten herstellen. Ernst von Glasersfeld [VON GLASERSFELD 1983] betont, dass häufig
bei den Schülern bzw. Studierenden vorhandene „Missverständnisse“ in Bezug auf ihr
mentales Modell bei rein passiver Rezeption oder bei Standardaufgaben gar nicht zum
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Vorschein kommen. Missverständnisse treten häufig erst dann zu Tage, wenn der Stu-
dierende aufgefordert wird, sein Verständnis bzw. sein Bild von dem mathematischen
Gegenstand zu erläutern und anderen darzustellen. Durch die eigenen Erläuterungen
werden Schwierigkeiten und Widersprüche bemerkt, so dass dadurch ein „kognitiver
Konflikt“ entsteht. Genau solch ein Konflikt ist eine notwendige Voraussetzung dafür,
dass für den Lernenden ein Anstoß gegeben ist, über sein mentales Modell und eine
eventuell notwendige Korrektur desselben nachzudenken. Entsprechend sollen in den
Interviews der Studie FDSA Verständnisfragen gestellt und Denkanstöße gegeben werden
mit dem Ziel, aus den Ausführungen Näheres über das mentale Modell und eventuell
damit verbundene Fehlvorstellungen ableiten zu können. Darüber hinaus besteht die
Hoffnung, dass auch für die Studierenden ein Lernerfolg erzielt wird.
3.2. Formale Fertigkeiten
In der historischen Entwicklung der Mathematik hat ab circa Mitte des 19. Jahrhun-
derts eine Hinwendung zum Formalismus stattgefunden. Zuvor lag die Motivation für
mathematische Überlegungen in der Regel in geometrischen Beziehungen. Bis zum 19.
Jahrhundert standen Objekte im Mittelpunkt des Interesses. Nun folgte aber eine Hin-
wendung zum „Studium der Relationen zwischen Objekten“ [BOURBAKI 1971, S. 33] und
diese Beziehungen wurden jetzt zum Selbstzweck untersucht. Auf dieser Ebene liegt der
Antrieb nicht in der Anschauung und es erfolgt eine Argumentation, die unabhängig
von möglichen Anwendungsgebieten ist. In diesem Zusammenhang wird der Begriff der
„freien“ Mathematik geprägt, die nach Cantor folgendem Grundsatz folgt:
Die Mathematik ist in ihrer Entwicklung völlig frei und nur an die selbstre-
dende Rücksicht gebunden, dass ihre Begriffe sowohl in sich widerspruchslos
sind, als auch in festen durch Definitionen geordneten Beziehungen zu den
vorher gebildeten, bereits vorhandenen und bewährten Begriffen stehen.
[CANTOR 1932, S. 182]
Die Frage nach einer inhaltlichen Interpretation rückt hier vollkommen in den Hinter-
grund und diese „weite Unbestimmtheit“ [vgl. WINTER 1983, S. 195] ist das Besondere
und Erstrebenswerte.
Diese rein „inhaltsinvariante“ Argumentationsebene, die keinen direkten Bezug
mehr zur „inhaltsgebundene[n] logischen“ [COHORS-FRESENBORG 2001, S. 5] hat,
wird häufig als die, die Mathematik auszeichnende Eigenschaft bezeichnet (siehe z. B.
[FISCHER&MALLE 2004, S. 47]). Krämer bezeichnet den „schematische[n], interpretati-
onsfreie[n] Umgang mit schriftlichen Symbolen“ als „Kerngedanke[n] des operativen
Symbolismus“ und weist darauf hin, dass sich „über die Richtigkeit oder Falschheit eines
Ausdrucks innerhalb einer formalen Sprache [...] ohne Bezugnahme auf die Interpretation
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dieses Ausdrucks [entscheiden lässt]“ [KRÄMER 1988, S. 2]. Es findet eine „Trennung“
von konkreten Inhalten und damit verbunden eine „Verselbständigung des Formalen“
statt [FISCHER&MALLE 2004, S. 47]. Die Bedeutung der formalen Fertigkeiten wird
auch bei allgemeinen Konzepten zum „Prozess der mathematischen Theoriebildung“
herausgestellt, indem beispielsweise die fünf Diskursebenen nach Schoenwaelder neben
vier inhaltlichen auch eine „syntaktische Ebene“ beinhalten [SCHOENWAELDER 2005,
S. 40].
In der Kategorie „Formale Fertigkeiten“ sollen nun die Fähigkeiten sowohl beim Trans-
fer zwischen den beiden Ebenen (Kodieren und Dekodieren), als auch bei der inhaltslosen
Argumentation auf der rein formalen Ebene untersucht werden.
Axiomatik und Formalisierung spielen in der Schulmathematik keine entscheidende
Rolle [vgl. FISCHER et al. 2009, S. 248] und dieser formale Zugang zur Mathematik ist
somit für Studienanfänger unbekannt, neuartig und ungewohnt. In der Hochschulma-
thematik ist der formale Zugang hingegen sehr zentral und Begriffe haben häufig keine
anschauliche Beschreibung mehr, sodass die logische Struktur die einzige Möglichkeit ist,
den Ausdruck mit Sinn zu versehen [vgl. DUBINSKY&YIPARAKI 1996, S. 4]. Die gelehrten
Definitionen, beispielsweise die später im Interview behandelte Definition einer Gruppe,
sind sehr allgemein und abstrakt und haben viele Anwendungsgebiete. Hierdurch lernen
die Studierenden Konzepte, die anders als die in der Schulmathematik vermittelten, sehr
allgemein sind und durch die das allgemein Gültige, das „allen Fällen der betrachte-
ten Art Gemeinsame“ [FISCHER&HEFENDEHL-HEBEKER 2009, S. 212] in den Mittelpunkt
gerückt wird.
Winter [vgl. WINTER 1975, S. 114] forderte diese Fähigkeit, inhaltliche Fragestellungen
„unter (vorübergehender) Ausblendung von semantischen Bezügen“ lösen zu können,
bereits für den Schulunterricht. Allerdings fasst er den Begriff „formale Fertigkeiten“
etwas weiter. Auch für ihn gehören das „Übertragen von Sachverhalten des Gegenstands-
bereichs in den Zeichenbereich („Kodieren“), Ausdeuten von sprachlichen Gebilden
(„Dekodieren“) und Handhaben von vorgegebenen Syntaxregeln (zum Erzeugen oder
Transformieren von vorgegebenen Syntaxregeln)“ dazu, aber er nimmt beispielsweise
auch das Anwenden von Algorithmen oder das formale Ableiten dazu. Auch nach Winter
ist durch diese „Distanzierung von semantischen Bezügen“ eine Verallgemeinerung, Ob-
jektivierbarkeit und „Präzisierung der Denkschritte“ möglich.
Formale Fertigkeiten sind ein wichtiger Aspekt für das umfassende Verständnis eines
mathematischen Begriffs. Eine Studie von Moore (1991) zeigt, dass Probleme bei der for-
malen Schreibweise und formalen Beweisen auch dann noch vorliegen können, wenn die
Definition bekannt ist und auch Beispiele und Nicht-Beispiele angegeben werden können
[vgl. SELDEN&SELDEN 1995, S. 142]. Außerdem hat sich die Fähigkeit des Umschreibens
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eines Ausdrucks in Prädikatenlogik als sehr hilfreich für den Umgang mit logischen Be-
weisen erwiesen. Gerade beim Kodieren und Dekodieren in Bezug auf die Prädikatenlogik
haben sich in einer Studie von Selden & Selden jedoch große Schwierigkeiten gezeigt.
Diese Schwierigkeiten beim Kodieren zeigten sich selbst noch bei Studierenden im drit-
ten und vierten Studienjahr, obwohl sie natürlich mit der Prädikatenlogik vertraut waren
[vgl. SELDEN&SELDEN 1995, S. 139]. Da diese Probleme folglich auch bei Studienanfän-
gern zu erwarten sind, schlagen Selden & Selden vor, Definitionen sowohl auf eine eher
informelle Art und Weise, als auch formal einzuführen.
Um das Verständnis von Definitionen näher zu untersuchen, werden den Teilnehmern
der Studie FDSA in den Interviews an mehreren Stellen unterschiedliche Versionen
einer Begriffsdefinition vorgelegt. Das Ziel liegt hier darin, herauszuarbeiten, welche
Formulierungen und welcher Aufbau für die Studierenden gut verständlich sind und wo
mögliche Schwierigkeiten liegen.
Auf der kontextfreien Ebene sollen allein durch regelgeleitete Umformungen äquivalen-
te Aussagen erzeugt werden. Hier muss der Umgang mit derartigen Umformungen näher
untersucht werden, denn auch hier zeigen sich Probleme. Zum Teil werden Aussagen rein
schematisch umgestellt, so dass über Auswirkungen der Umformung nicht nachgedacht
wird. Durch die Kontextfreiheit gelingen die äquivalenten Umformungen nur solange die
Regeln korrekt in Erinnerung sind. Falls dies allerdings nicht der Fall ist, ergeben sich für
einige Studierenden unüberbrückbare Schwierigkeiten und die korrekten Regeln können
nicht mehr selbstständig hergeleitet werden. Diese Hilflosigkeit wurde bereits durch meh-
rere Untersuchungen mit Schülern der Sekundarstufe I im Bereich Algebra gezeigt [z. B.
MALLE 1993] und soll nun in der Studie FDSA für Studienanfänger beleuchtet werden.
Als dritter Teilbereich wird im Abschnitt „Formale Fertigkeiten“ noch das Verständnis
formaler Ausdrücke untersucht. Hierzu werden die Teilnehmer der Studie FDSA z. B. mit
falschen formalen Umsetzungen einer ihnen bekannten Definition konfrontiert oder
aber sie sollen eine bisher unbekannte Definition, die in Form eines formalen Ausdrucks
vorliegt, verstehen und anschließend umgangssprachlich oder anschaulich erklären.
3.3. Generische und exemplarische
Veranschaulichungen
„Representations and visualizations are at the core of understanding in ma-
thematics.“ [DUVAL 1999, S. 3]
„There is no understanding without visualization.“ [DUVAL 1999, S. 13]
Diese pointierten Aussagen von Duval zeigen sehr deutlich, dass Beispielen und Visua-
lisierungen eine sehr große Bedeutung zugeschrieben wird. Dazu passt auch die Relevanz
der bereits erläuterten Prototypentheorie (siehe Abschnitt 2.1).
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Außerdem haben Untersuchungen gezeigt, dass Veranschaulichungen auch für geübte
Mathematiker trotz des formalen Aufbaus der Mathematik von entscheidender Bedeu-
tung sind. Dies belegt beispielsweise eine von Burton mit professionell forschenden
Mathematikern und Mathematikerinnen durchgeführte Studie, in der untersucht wurde,
welcher Zugang zur Mathematik von ihnen gewählt wird. Hierbei standen der visuelle (in
Bildern, oft dynamisch), der analytische (symbolisch, formalistisch) und der konzeptuel-
le (in Ideen, klassifizierend) Zugang zur Auswahl, wobei Mehrfachnennungen möglich
waren. Insgesamt wurde der visuelle Zugang mit einem Anteil von 66% am häufigsten
genannt (41% analytisch, 47% konzeptuell) [vgl. BURTON 1999, S. 95].
Die im Folgenden beschriebene Kategorie Generische und exemplarische Veranschauli-
chungen hat das Ziel, diesen entscheidenden Teil der mathematischen Begriffsbildung
näher zu beleuchten. Dazu unterteilen wir die Veranschaulichungen in vier Unterkatego-
rien, die wir näher beleuchten möchten.
Veranschaulichungen
generische Veranschaulichungen
ikonisch symbolisch
exemplarische Veranschaulichungen
ikonisch symbolisch
Bei den generischen Veranschaulichungen stehen charakteristische Eigenschaften im
Mittelpunkt, während bei den exemplarischen spezielle Beispiele gemeint sind. Für beide
Unterkategorien kann nun eine genauere Klassifizierung mit Hilfe der Unterteilung von
Bruner vorgenommen werden, wobei der enaktive Repräsentationsmodus wahrschein-
lich aufgrund der Thematik und der Durchführung der Studie FDSA keine bedeutende
Rolle spielen wird.
Zur Verdeutlichung dieser Einteilung können beispielhaft für den Abbildungsbegriff
folgende Veranschaulichungen genannt werden.
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Veranschaulichungen
generische Veranschaulichungen
injektiv ⇔ alle
Parallelen zur x-
Achse schneiden
den Graphen ma-
ximal ein Mal
exemplarische Veranschaulichungen
x 7→ x2
Eine Möglichkeit für eine ikonisch generische Veranschaulichung wäre dann z. B. ein
allgemeiner Graph, wohingegen der Graph einer konkreten Abbildung (z. B. Parabel) eine
ikonische exemplarische Visualisierung wäre.
Die Wichtigkeit der Beispiele im Bereich der Mathematik stellt auch Winter heraus,
indem er die Bedeutung der exemplarischen Begriffsbildung betont:
Exemplarische Begriffsbestimmung dürfte eine, wenn nicht die Urform men-
taler Ordnungstätigkeit und sprachlicher Unterscheidung sein. [WINTER 1983,
S. 187]
Allerdings betont Winter, dass die Wahl des Beispiels sehr entscheidend ist. Es muss
sich um ein repräsentatives, paradigmatisches Beispiel handeln, das die Besonderheiten
des jeweiligen Begriffs adäquat widerspiegelt. Weniger sinnvoll ist hingegen zu versuchen,
einen Begriff auf viele, gleichartige Beispiele zu stützen. Das gewünschte Beispiel von
dem Winter an dieser Stelle spricht, ist zu vergleichen mit einem Prototypen, der alle
entscheidenden Merkmale vereint (vgl. S. 29).
Für ein umfassendes Verständnis eines mathematischen Begriffes ist es wichtig, meh-
rere Darstellungsformen eines Begriffs zu kennen und je nach Anforderung und Aufgabe
flexibel zwischen ihnen wechseln zu können [vgl. LAAKMANN 2009, S. 721]. Visualisierun-
gen sind zwar ein wichtiger Teil eines mathematischen Begriffsverständnisses, aber sie
können die formale Definition nicht ersetzen.
Die bevorzugte Art der Veranschaulichung unterscheidet sich individuell und ist wahr-
scheinlich auch themenabhängig. Insofern ist es interessant, in der Studie FDSA speziell
auf die Wahl der Veranschaulichung zu achten. So ist beispielsweise bei der Vorstudie
aufgefallen, dass ein Student sich Abbildungen in der Regel nicht als Graph, sondern mit
Hilfe einer Wertetabelle verdeutlicht.
Während der Analyse der Studie FDSA soll bei der Kategorie „Generische und exempla-
rische Veranschaulichung“ untersucht werden, ob Visualisierungen unterstützend, z. B.
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bei Begründungen oder Erklärungen, genutzt werden und ob hierbei auf die Visualisie-
rungen aus der Vorlesung zurückgegriffen wird bzw. welche Alternativen gewählt werden.
Darüber hinaus wird besonders der Einstieg in ein neues Themengebiet betrachtet, um
zu sehen, ob beispielsweise ein Einstieg mit Hilfe eines Beispiels, einer Visualisierung
oder einer formalen Definition gewählt wird. Gerade bei den exemplarischen Veranschau-
lichungen spielen Beispiele eine wesentliche Rolle. Sie geben Hinweise auf vorhandene
Prototypen und zeigen, ob repräsentative und aussagekräftige Beispiele bekannt sind.
Außerdem soll erkundet werden, ob bei Studienanfängern Übergeneralisierungen stattfin-
den, so dass Einzelfälle als Beweis dafür gesehen werden, dass eine allgemeine Aussage
gilt.
Falls Studierende, wie in dieser Studie häufig geschehen, Veranschaulichungen (z.B.
Venn-Diagramme, Graphen) zeichnen, ist allerdings zu beachten, dass das Gezeichne-
te nicht notwendigerweise mit der mathematischen Vorstellung der jeweiligen Person
gleichzusetzen ist [vgl. LAMBERT 2003, S. 95]. Es können beispielsweise bewusst Verein-
fachungen oder Akzentuierungen für eine visuelle Umsetzung vorgenommen werden,
sodass bei der Analyse keine voreiligen Rückschlüsse aus der Visualisierung auf das
mentale Modell zu dem jeweiligen Begriff gezogen werden dürfen. Trotz dieser Schwie-
rigkeiten bei der Analyse können die Aussagen und Visualisierungen der Studierenden in
den Interviews der Studie FDSA Hinweise und Anhaltspunkte zum vorhandenen concept
image geben.
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4. Aufbau und Methodologie der
Studie FDSA
4.1. Eine qualitative Leitfaden-Interviewstudie
Da bisher lediglich wenig Studien im Bereich der Hochschulmathematik vorliegen, wurde
für die Studie FDSA eine qualitative Herangehensweise gewählt. Qualitative Ansätze
bieten sich an, wenn die Aufgabe nicht darin liegt Hypothesen zu prüfen, sondern „Theo-
rien aus empirischen Untersuchungen heraus zu entwickeln“ [MAYER 2009, S. 24]. Eine
wesentliche Stärke der qualitativen Forschung liegt in dieser „hypothesengenerieren-
de[n], heuristische[n] und explorative[n] Funktion“ [KELLE&KLUGE 2010, S. 11]. Durch
die Entscheidung für einen qualitativen Ansatz ist es möglich, „für das Neue im Unter-
suchten, das Unbekannte im scheinbar Bekannten offen [zu] sein“ [FLICK et al. 2007,
S. 19]. Erst in einem nächsten Schritt können die sich ergebenden Hypothesen dann
durch standardisierte quantitative Erhebungen validiert werden.
Wie bereits erwähnt, wurden besonders von der Arbeitsgruppe um Tall Untersuchun-
gen zum Verständnis spezieller mathematischer Themen (wie z. B. Abbildungen) durchge-
führt. Im deutschsprachigen Raum liegen bisher allerdings erst sehr wenige Untersuchun-
gen zum Verständnis mathematischer Inhalte im universitären Bereich vor. Zu erwähnen
ist die umfassende Studie zu Vorstellungen zur Linearen Algebra bei Studienanfängern,
die Dissertation von Fischer [FISCHER 2006].
Gemäß der qualitativ orientierten Methodologie soll in der Studie FDSA eine sehr
genaue und intensive Beschäftigung mit einzelnen Studienanfängern erfolgen, um detail-
lierte Informationen über das Verständnis mathematischer Inhalte zu Studienbeginn zu
erhalten. Dieses Ziel soll mit Hilfe einer qualitativen Interviewstudie verfolgt werden, da
„der relativ offene Zugang qualitativer Forschung [...] zu einer möglichst authentischen
Erfassung der Lebenswelt der Betroffenen sowie deren Sichtweisen [verhilft] und [...]
Informationen, die bei einer quantitativen Vorgehensweise auf Grund ihrer Standardi-
sierung oft verloren gehen[, liefert]“ [MAYER 2009, S. 25]. Es werden Leitfadeninterviews
geführt, da sich diese anbieten, wenn „konkrete Aussagen über einen Gegenstand Ziel
der Datenerhebung“ sind [MAYER 2009, S. 37]. Auch Flick schlägt Leitfadeninterviews
vor, wenn, wie hier, die „subjektiven Sichtweisen“ interessieren [vgl. FLICK et al. 2007,
S. 19]. Das Leitfadeninterview bietet die Möglichkeit, detaillierte Nachfragen zu stellen,
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kurzfristig die Reihenfolge der Fragen anzupassen oder auch auf Antworten der Ge-
sprächspartner gezielt einzugehen. Gleichzeitig bietet der Leitfaden eine „Orientierung
bzw. Gerüst“, wodurch sichergestellt werden soll, „dass nicht wesentliche Aspekte der
Forschungsfrage im Interview übersehen werden.“ [MAYER 2009, S. 37].
Im Rahmen der Studie FDSA wird im Sommersemester 2009 eine Pilotstudie durchge-
führt, bei der große Teile der Interviewleitfäden getestet werden. Die Hauptstudie wird
im Wintersemester 2009/2010 durchgeführt und besteht aus fünf Leitfadeninterviews pro
Teilnehmer.
4.2. Auswahl der Teilnehmer
Die Anzahl der teilnehmenden Studierenden ist durch den qualitativen Forschungsansatz
stark nach oben beschränkt. Es sollen Einzelinterviews mit den Teilnehmern geführt
werden und alle Interviews zu einem Thema in der gleichen Woche stattfinden, damit
der Wissensstand in einer möglichst kurzen Zeitspanne verglichen und der Einfluss des
Fortlaufens der Lehrveranstaltungen möglichst gering gehalten werden kann. Gleichzeitig
sollen sowohl Lehramtsstudierende des Faches Mathematik, als auch Bachelorstudieren-
de Mathematik an der Untersuchung teilnehmen, da beide Gruppen im ersten Semester
die Veranstaltungen „Mathematische Grundlagen“ und „Analysis I“ gemeinsam besu-
chen. Da die beiden Denkstile des prädikativ-logischen und des funktional-logischen
Denkens in die Analyse einbezogen werden und sich in bisherigen Untersuchungen
geschlechtsspezifische Unterschiede bzgl. der Präferenz für einen der beiden Denkstile
gezeigt haben (vgl. Abschnitt 10), soll darüber hinaus auch das Geschlechterverhältnis
ausgeglichen sein.
Insgesamt fällt die Entscheidung, für die Hauptstudie zwölf Teilnehmer auszuwählen,
wobei jeweils sechs männliche und sechs weibliche Teilnehmer, sowie sechs Bachelor-
und sechs Lehramtsstudierende beteiligt sein sollen.
Für die Auswahl der Teilnehmer werden die Ergebnisse eines Beratungsverfahrens vor
Studienbeginn hinzugezogen. Im Wintersemester 2009/2010 ist sowohl für die Bachelor-,
als auch für die Lehramtsstudierenden die Teilnahme an diesem Verfahren vor der Ein-
schreibung verpflichtend und im Rahmen dessen wird ein Test zu den mathematischen
Schulkenntnissen geschrieben. Die geplante Studie wird im Anschluss bewusst nur denje-
nigen vorgestellt, die bei diesem Test ein gutes Ergebnis erzielt haben. Diese Vorauswahl
wird getroffen, um im Folgenden den Einfluss eventueller Wissenslücken im Bereich
der Schulmathematik möglichst gering zu halten. Nach der Präsentation der Studie mel-
den sich bereits viele Interessierte, so dass insgesamt wie gewünscht zwölf Teilnehmer
ausgewählt werden können.
Im Folgenden werden die Teilnehmer mit Sw1 bis Sw6 für die weiblichen Studierenden,
bzw. Sm1 bis Sm6 für die männlichen bezeichnet. Die Reihenfolge ergibt sich aus der
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Reihenfolge der Termine des ersten Interviews. Die Termine für die einzelnen Interviews
in der jeweiligen Woche sind über die fünf Interviews hinweg bis auf einzelne Ausnahmen
fest. Ein Zuordnung zu den beiden Studiengängen ergibt folgende Einteilung:
Bachelor Mathematik: Sw5, Sw6, Sm3, Sm4, Sm5, Sm6
Lehramt Mathematik: Sw1, Sw2, Sw3, Sw4, Sm1, Sm2
Alle Teilnehmer haben zuvor einen Leistungskurs Mathematik besucht und beginnen
ihr erstes Studium.
An der Pilotstudie im SS 2009 nehmen fünf Teilnehmer teil, zu denen ebenfalls ein
erster Kontakt beim Beratungsverfahren hergestellt wird.
4.3. Aufbau und Ablauf der Interviews, sowie
Einordnung in den Ablauf der Veranstaltung
„Mathematische Grundlagen“
Die Inhalte der fünf Leitfadeninterviews haben einen engen inhaltlichen Bezug zur
Erstsemesterveranstaltung „Mathematische Grundlagen“.
Die Leitfäden der Interviews stimmen in großen Teilen mit denen der Pilotstudie im
SS 2009 überein, wobei leichte Anpassungen aufgrund geringer Unterschiede bei den
Vorlesungsinhalten durchgeführt werden müssen.
Während der Durchführung der Interviews wird videografiert, wobei auf dem Video
sowohl der jeweilige Interviewteilnehmer als auch die Interviewerin zu sehen sind, um
eventuell aussagekräftige oder beeinflussende Mimik und Gestik festzuhalten. Während
der Interviews können die Teilnehmer jederzeit etwas aufschreiben. Die Länge der Inter-
views ist nicht exakt festgelegt und entsprechend sind individuelle zeitliche Unterschiede
zwischen den einzelnen Interviews zu erwarten. Als Richtwert wird bei jedem Interview
mit einer Dauer von einer Stunde geplant.
Die Interviews werden nach Möglichkeit immer kurz nach der Behandlung des jeweili-
gen Themas in Vorlesung, Übung und Hausaufgaben geführt. Bis auf das letzte Interview
dominiert pro Interview ein großes Leitthema (s.u.), das sich einerseits aus den Themen
der Veranstaltung ableiten lässt und andererseits für die bei dieser Studie gestellten
Problembereiche gewinnbringend erscheint. Wie bereits erwähnt, handelt es sich um
Leitfadeninterviews, so dass bei interessanten Antworten Nachfragen gestellt oder vom
Studierenden vorgeschlagene Wege verfolgt werden können.
Die Rahmenstruktur ist bei allen Interviews gleich. Zu Beginn eines jeden Interviews
wird das Basiswissen zum jeweiligen Thema abgefragt. Damit soll geprüft werden, welche
Kenntnisse über die zugrunde liegenden Begriffe vorhanden sind und inwieweit die
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Inhalte bekannt sind. Diese Basis soll gesichert werden, damit bei später auftretenden Be-
sonderheiten und Schwierigkeiten möglichst ausgeschlossen werden kann, dass diese auf
Fehlvorstellungen bei grundlegenden Konzepten zurückzuführen sind. Nach der Über-
prüfung des Basiswissens liegt der Schwerpunkt auf zum Thema gehörigen Eigenschaften
und in der Veranstaltung in diesem Zusammenhang behandelten Inhalten, wobei auch
noch nicht bekannte Zusammenhänge hergestellt werden sollen und zum Teil eine für
die Studierenden neue Sichtweise oder Herangehensweise verfolgt wird. Gegen Ende des
Interviews werden die Studierenden mit etwas für sie bisher Unbekanntem konfrontiert,
das in einem nicht zwingend auf den ersten Blick ersichtlichen Zusammenhang zum
Thema des Interviews steht (z. B. die Einführung der ganzen Zahlen mit Hilfe von Äquiva-
lenzrelationen). An diesen Stellen haben die Studierenden selber etwas zu erschließen
oder zu beweisen. Dadurch soll untersucht werden, inwieweit sie das erworbene Wissen
auf neue Bereiche übertragen und anwenden können.
Nach Abschluss des Interviews werden gegebenenfalls grobe Fehlvorstellungen des
jeweiligen Gesprächspartners angesprochen, die während des Interviews seitens des
Interviewers nicht richtig gestellt werden, um den Weg des selbstständigen Erkennens zu
ermöglichen.
Die fünf Interviews stehen unter den Oberthemen:
• Mengenlehre
• Vollständige Induktion
• Abbildungen
• Relationen
• Gruppen, Konvergenz
Im Rahmen dieses Dissertationsprojekts werden die ersten vier Interviews detailliert
analysiert. Das letzte Interview unterscheidet sich insofern von den anderen, da das
Thema Konvergenz lediglich in der „Analysis I“, aber nicht in den „Mathematischen
Grundlagen“ behandelt wurde. Außerdem scheinen einige Teilnehmer beim letzten In-
terview, das gegen Ende der Vorlesungszeit (zweite Januarwoche) geführt wird, stofflich
nicht auf dem aktuellen Stand zu sein und deshalb große Schwierigkeiten mit dem The-
ma zu haben. Einige weisen direkt darauf hin, dass sie sich zur Zeit auf andere Klausuren
vorbereiten würden und entsprechend weniger Zeit auf das Nacharbeiten der zugehö-
rigen Vorlesungen verwenden. Aufgrund dieser Einschränkungen wird dieses Interview
nicht detailliert analysiert.
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Da im Rahmen der Studie FDSA Einzelinterviews mit zwölf Erstsemesterstudierenden ge-
führt werden, muss die Analyse auf Einzelfallanalysen basieren. Einzelfallanalysen dienen
„der schrittweisen Entdeckung allgemeiner Strukturen [z. B.] sozialen Handelns [...]. Mit
den Einzelerscheinungen wird die Strukturentwicklung, mit den Einzelfallanalysen die
Theorieentwicklung historisch fortgeschrieben.“ [SOEFFNER 2007, S. 173]. Das Ziel einer
solchen Studie liegt entsprechend nicht in der „Verifizierung von Theorie“, sondern darin,
„zu erkunden, welche Konzepte und Hypothesen für den Bereich, den man untersuchen
möchte, überhaupt relevant sind“ [GLASER&STRAUSS 2005, S. 12].
Die Grounded Theory nach Glaser und Strauss dient als Grundlage der Analyse bei
der Studie FDSA. Diese Theorie basiert auf „[f]allkontrastierende[n] Schritte[n]“ [KEL-
LE&KLUGE 2010, S. 12]. Da es bisher sehr wenig Untersuchungen im Bereich der Hoch-
schuldidaktik gibt, liegt der Schwerpunkt nicht bei der Validierung vorhandener Thesen,
sondern vielmehr bei der Erarbeitung und Konstruktion von Thesen. Ein solches Ziel
der Theoriebildung ist ein Grundelement der Grounded Theory [vgl. MEY&MRUCK 2007,
S. 18]. Es ist typisch für diesen Forschungsstil, dass „das Thema [...] zu Anfang noch
relativ unscharf formuliert [ist]: Es gibt ein Probleminteresse, auf dessen Hintergrund
der Forschende erste Blicke wirft, erste empirische Erfahrungen sucht“ [BREUER 2010,
S. 54]. Zu Beginn der Forschung gibt es lediglich ein Interesse für ein recht allgemein
gehaltenes Thema [vgl. BREUER 2010, S. 51] und erst im Laufe des Forschungsprozesses
ist eine „schrittweise Elaboration und Fokussierung des Problemthemas“ festzustellen
[BREUER 2010, S. 55].
Das schrittweise Herausarbeiten des Forschungsthemas ist bei der Studie FDSA erfor-
derlich, da es in diesem Forschungsbereich der Hochschuldidaktik keine für diese Studie
nützliche Thesen gibt, die der Studie zu Grunde gelegt werden könnten. Entsprechend
müssen die Kategorien der Analyse erst im Laufe der Studie, basierend auf der vorhande-
nen Fachliteratur und vor allem den Daten aus der Pilotstudie, entwickelt werden. Diese
Entwicklung der Analysekategorien zeigt, dass die erhobenen Daten bei der Analyse der
Studie FDSA im Zentrum stehen und als Ausgangspunkt aller weiteren Überlegungen
dienen. Eine solch zentrale Stellung der Daten ist charakteristisch für den Forschungsstil
der Grounded Theory, was auch die Beschreibung der Theorie durch Glaser und Strauss
mittels der Worte „Entdeckung von Theorie auf der Grundlage von Daten“ zeigt [GLA-
SER&STRAUSS 2005, S. 11]. Es ist ein entscheidendes Charakteristikum dieser Theorie,
dass bereits nach der ersten Datenerhebung direkt mit der Auswertung begonnen wird
und die erworbenen ersten Ergebnisse unmittelbar in die weitere Datenerhebung und
-analyse einfließen. Auf diese Art und Weise werden sukzessive vorläufige Hypothesen
generiert, die fortlaufend validiert und präzisiert werden [vgl. MEY&MRUCK 2007, S. 13].
Eine erste Analyse erfolgt parallel zur Datenerhebung, aber darüber hinaus ist es wichtig,
dass die Analyse nicht linear, sondern „triadisch und zirkulär“ verläuft [HILDENBRAND
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2007, S. 33]. Es sollen immer wieder auch bereits analysierte Daten genau betrachtet
werden, nachdem die Hypothesengenerierung im Laufe des Analyseprozesses voran-
geschritten ist. Nach Strauss soll die bisherige Auswertung auch immer einen direkten
Einfluss auf die Auswahl der folgenden Interviewpartner haben [vgl. BREUER 2010, S. 41].
Bei der Studie FDSA findet eine erste Analyse des jeweiligen Interviews direkt im An-
schluss an die Datenerhebung statt. Diese erste Analyse soll auch dazu dienen, näher
zu untersuchende Fragestellungen herauszuarbeiten, auf die dann in den folgenden In-
terviews ein genaueres Augenmerk gelegt werden kann. Allerdings gibt es bei der Studie
FDSA durch die Interviewthemen und den Ablauf der Veranstaltung „Mathematische
Grundlagen“ zeitliche Randbedingungen, so dass die Wochen, in denen die Interviews
geführt werden, recht festgelegt sind. Auf Grund dieser Tatsache liegt zwischen den In-
terviews keine Zeitspanne, die ausreicht, die Interviews aller zwölf Teilnehmer bereits
sehr detailliert auszuwerten. Eine detaillierte Auswertung kann erst im Anschluss an die
Durchführung aller Interviews stattfinden. Möglich ist allerdings, die Pilotstudie bereits
detailliert zu analysieren, bevor die Hauptstudie beginnt. Dadurch können auf Basis der
zugehörigen Literaturgrundlagen und der bisherigen Daten die Kategorien der Analyse
(siehe Kapitel 3) herausgearbeitet werden, die sich aber natürlich durch die Ergebnis-
se der Hauptstudie noch verändern. Außerdem nehmen bei der Studie FDSA sowohl
in der Pilot-, als auch in der Hauptstudie jeweils eine feste Gruppe an Erstsemester-
Studierenden an allen Interviews teil. Die Auswahl der Probanden erfolgt entsprechend
nicht auf Grund der bisherigen Ergebnisse der Analyse. Dies wäre für die Studie FDSA
nicht sinnvoll, da auch die Entwicklung der Teilnehmer im Laufe des ersten Semesters
untersucht werden soll.
Es wird häufig angemerkt, dass Strauss und Glaser dazu auffordern würden, die Litera-
tur bei der Analyse nicht zu berücksichtigen:
Es ist eine wirksame und sinnvolle Strategie, die Literatur über Theorie und
Tatbestände des untersuchten Feldes zunächst buchstäblich zu ignorieren,
um sicherzustellen, dass das Hervortreten von Kategorien nicht durch eher
anderen Fragen angemessen Konzepten kontaminiert wird. Ähnlichkeiten
und Konvergenzen mit der Literatur können später, nachdem der analyti-
sche Kern von Kategorien aufgetaucht ist, immer noch festgestellt werden.
[GLASER&STRAUSS 2005, S. 47]
Spezifisches Wissen ist leider nicht nur notwendig, sondern stellt auch manch-
mal geistigen Ballast dar, der diese Art geistiger Kreativität behindert.
[STRAUSS&CORBIN 1996, S. 13]
Dieser Punkt wurde häufig diskutiert und in späteren Arbeiten von Strauss und Glaser
teilweise relativiert. „Während Glaser hier eine puristische Position einnimmt und auf
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dem ‚Induktionsprinzip‘ beharrt (kein/wenig Vorwissen, Suspendierung von Fachwissen
etc.), finden sich bei Strauss (und besonders bei Strauss und Corbin) deutlichere Ein-
fallspforten für vor- und nachgängige Theoriebezüge“ [MEY&MRUCK 2007, S. 32]. Strauss
und Corbin nehmen explizit Stellung zu dieser Diskussion und betonen die Wichtig-
keit, „dass man sich in der Fachliteratur gut auskennt“ [STRAUSS&CORBIN 1996, S. 30].
Allerdings betonen auch sie, dass „es [...] nicht notwendig [sei], die gesamte Literatur im
voraus durchzusehen [...], denn wenn wir in unserer Analyse erfolgreich sind, werden
neue Kategorien auftauen, an die weder wir noch jemand anders vorher gedacht haben.
Wir wollen uns nicht so sehr in die Literatur vergraben, dass wir in unseren kreativen
Bemühungen durch unsere Literaturkenntnis eingeschränkt oder sogar erstickt werden!“
[STRAUSS&CORBIN 1996, S. 33]
Auch wenn später eine Relativierung der Aussagen festzustellen ist, kann doch gesagt
werden, dass die Analyse nicht nur auf Grundlage von Fachliteratur geschehen, sondern
ausreichend Freiraum für Kreativität lassen soll. Die Studie FDSA ist insofern besonders,
da es zum Forschungsthema im Bereich der Hochschuldidaktik bisher noch nicht viel
Fachliteratur gibt, die als Basis für diese Untersuchung dienen könnte. Insofern ist es es
gerade bei neuen Forschungsfragen unausweichlich, offen an die Daten heranzugehen
und neue Kategorien zu bilden.
In dem genannten Zitat wurde bereits von „kreativen Bemühungen“ gesprochen. Für
Analysen mit der Grounded Theorie spielen Kreativität, „Geistesblitze und zukunfts-
trächtige Ideen, die fern ab der Datenquellen auftauch[]en“ eine entscheidende Rolle
[GLASER&STRAUSS 2005, S. 15/16]. Zum Teil wird die Grounded Theory so verstanden,
dass sie im Sinne der Einteilung von Peirce als induktiv bezeichnet werden könnte [vgl.
KELLE&KLUGE 2010, S. 21]. Gerade diese „Geistesblitze“ zeigen allerdings, dass auch
Abduktion bei diesem Forschungsstil von großer Bedeutung ist.
Peirce bezeichnet die Abduktion als das „einzige wirklich erkenntniserweiternde Schluss-
verfahren“ [REICHERTZ 2006, S. 11]. „Die Abduktion sucht [...] angesichts überraschender
Fakten nach einer sinnstiftenden Regel, nach einer möglicherweise gültigen bzw. pas-
senden Erklärung, welche das Überraschende an den Fakten beseitigt. Endpunkt dieser
Suche ist eine (sprachliche) Hypothese.“ [REICHERTZ 2007, S. 285]. Hierbei steht der
„Geistesblitz des Entdeckens“ bei der Konfrontation mit bisher nicht erklärbaren Daten
im Mittelpunkt [vgl. BREUER 2010, S. 54]. Peirce gibt für die Abduktion keine konkrete
„methodische Anleitung[]“ an, so dass dieser Moment des Erkennens in sehr unterschied-
lichen Situationen eintreten kann [vgl. BREUER 2010, S. 54]. Allerdings geschieht dieses
kreative Moment nicht unerwartet und „die „verschiedenen Elemente der Hypothese“
müssen „schon vorher in unserem Verstande“ vorliegen“ (zitiert aus Peirce in [KEL-
LE&KLUGE 2010, S. 26]. Es bleibt zu betonen, dass abduktive Schlüsse nicht bewiesen
werden können. Es sind Hypothesen, die nach dem Aufstellen mit Hilfe der Deduktion
und Induktion nach Möglichkeit untermauert werden sollen, aber ein endgültiger Beweis
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der Hypothese kann nicht erbracht werden [vgl. REICHERTZ 2007, S. 285].
Auch die Thesen und Kategorien, die sich aus der Analyse der Studie FDSA ergeben,
können nicht bewiesen werden. Es wird versucht, die Sinnhaftigkeit der Thesen mit Hilfe
der Analyse immer detaillierter zu überprüfen, aber es kann keine endgültige Validierung
stattfinden.
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Grounded Theory und die Abduktion
als Grundlage für die Analyse der Studie FDSA sinnvoll erscheinen. Allerdings ist auf
Grund der Rahmenbedingungen (z. B. zeitliche Vorgaben) keine Analyse möglich, die
alle Aspekte der Grounded Theory berücksichtigt. Derartige Einschränkungen müssen
bei vielen Studien gemacht werden. Selbst Strauss weist aber darauf hin, dass auch
Variationen eine sinnvolle Analysegrundlage bilden können [vgl. BREUER 2010, S. 41].
4.5. Zur Besonderheit der Kombination der
Interviewführerin und Forscherin in einer Person
Die Auswertung qualitativer Forschung ist immer zu einem gewissen Grad subjektiv. Bei
der Studie FDSA gibt es die Besonderheit, dass die Interviewführung und Analyse von
derselben Person durchgeführt wird. Um die sich daraus ergebene Problematik etwas
abzuschwächen, werden insbesondere bei der Analyse der ersten Interviews zahlreiche
Interviewpassagen zu zweit oder dritt angeschaut und analysiert.
Diese zweifelsohne in einigen Punkten problematische Konstellation, dass die Durch-
führung und Analyse der Interviews in der Studie FDSA durch eine Person geschieht, hat
allerdings auch Vorteile. Da die Forscherin parallel zur Durchführung der Studie eine
Übungsgruppe zu den Mathematischen Grundlagen leitet und zugehörige Hausaufgaben
korrigiert, sind ihr viele Schwierigkeiten der Studierenden bewusst. Dieses Wissen kann
in die Konzeption der Interviewleitfäden einfließen und hilfreich sein. Es bleibt an dieser
Stelle zu betonen, dass die Forscherin nicht an der Bewertung der Studierenden beteiligt
ist und z. B. nicht in die Klausurkorrektur eingebunden wird. Die Studierenden wissen,
dass die Forscherin aktiv an der Lehre beteiligt ist und haben insofern eventuell ein
persönlicheres Vertrauensverhältnis zu ihr, als wenn die Interviews von einer externen
Person gehalten würden, zu der sie außerhalb der Interviews keinen Bezug hätten. Durch
das detaillierte Wissen über den Ablauf und den Übungsstand in den Mathematischen
Grundlagen, ist es einfacher, in den Interviews Fragen zu stellen, die sich an der Leis-
tungsgrenze der Studierenden befinden und zum Teil auch zum Bereich des für den
jeweiligen Studierenden bisher Unbekannten gehören. Es kann sehr genau eingeschätzt
werden, welche Hilfestellungen hilfreich sein können und gleichzeitig ist bekannt, welche
verwandten Fragestellungen bereits in der Veranstaltung besprochen wurden.
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Im Rahmen dieser Studie werden bei einigen Fragestellungen die Augendaten mit Hil-
fe des mobilen Eye-Tracking-Systems der Firma Mangold International aufgezeichnet.
Dieser Eye-Tracker hat laut Herstellerangabe eine maximale Abtastrate von 50 Bildern
pro Sekunde, wobei bei den Aufzeichnungen der Studie FDSA alle 29 ms bzw. 30 ms
neue Daten erfasst werden. Der Eye-Tracker muss auf dem zugehörigen Laptop posi-
tioniert werden und die Versuchsperson kann bequem vor dem Laptop sitzend auf den
Bildschirm schauen; hierbei wird ein Abstand von 60 cm zum Bildschirm empfohlen
(vgl. Abb. 4.6). Bei der Aufzeichnung sollen laut Angabe von Mangold International bei
Einhaltung des vorgeschlagenen Abstands horizontale Bewegungen von bis zu 22 cm
und vertikale Bewegungen von bis zu 11 cm kein Problem darstellen.
Zu Beginn der Datenaufzeichnung wird eine 9-Punkt-Kalibrierung durchgeführt. Die
Güte des Kalibrierungsergebnisses wird anhand eines Zahlenwerts angegeben. Hierbei
entspricht der Wert 0 einer perfekten Kalibrierung, die in der Praxis kaum zu erreichen
ist. Je größer die Zahl ist, desto schlechter ist das Kalibrierungsergebnis. Der Wert ist
nach oben nicht beschränkt, aber laut Mangold International liefert die Aufzeichnung ab
einem Wert von 30 keine genauen Augendaten mehr.
Abbildung 4.1.: Portables Eye-Tracking-System der Firma Mangold International
Während des Sehens finden kontinuierlich Augenbewegungen statt, so genannte Sak-
kaden. Zwischen diesen Sakkaden bleiben die Augen während der Fixationen für eine
gewisse Zeitspanne relativ ruhig auf einen Punkt fixiert. Da Sakkaden sehr schnelle Bewe-
gungen sind (circa 500° pro Sekunde), können währenddessen keine neuen Informatio-
nen aufgenommen werden [vgl. RAYNER 1998, S. 373]. Fixationen werden „üblicherweise
als Zeitabstand zwischen dem Ende der vorigen Sakkade bis zum Beginn der nächsten
definiert“ [vgl. GALLEY 2001, S. 274]. Während der Fixationen finden kognitive Prozesse
statt [vgl. BLIGNAUT 2009, S. 881]. Insgesamt entfallen circa 10–20% der visuellen Auf-
nahmezeit (engl. „visual scanning time“) auf Sakkaden, so dass zu einem Großteil der
Zeit Fixationen stattfinden und Inhalte erfasst werden [vgl. MANOR&GORDON 2003, S. 85].
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Allerdings sind auch während sogenannter Fixationen minimale Augenbewegungen fest-
zustellen, da die Augen sich permanent bewegen (durch den sogenannten Nystagmus)
[vgl. RAYNER 1998, S. 373].
Da lediglich während der Fixationen Inhalte aufgenommen werden, ist es sehr wich-
tig, einen Schwellenwert zu bestimmen, ab welcher Dauer von einer Fixation gespro-
chen wird. Durch den Schwellenwert sollen Fixationen möglichst gut von Sakkaden
getrennt werden können [vgl. BLIGNAUT 2009, S. 881]. Falls der Schwellenwert zu hoch
gewählt wird, kann es passieren, dass kognitiv relevante foveale Eingaben (engl. „co-
gnitively relevant foveal input“) nicht berücksichtigt werden und bei einem zu niedrig
gewählten Schwellenwert können die Fixationen nicht eindeutig isoliert werden [vgl
MANOR&GORDON 2003, S. 90]. Häufig wird der Schwellenwert auf 200 ms gesetzt [vgl.
MANOR&GORDON 2003, S. 86], aber die Fixationsdauer scheint mit dem jeweiligen Stimu-
lus zusammenzuhängen, so dass z. B. Gesichter durchschnittlich länger fixiert werden
als abstrakte Stimuli („Fixations during face scanning are often longer duration than
those for abstract stimuli.“ [MANOR&GORDON 2003, S. 87]). Der Schwellenwert von 200
ms hat seinen Ursprung in einer Lesestudie. Neben diesem Wert finden sich aber auch
noch andere, wie beispielsweise 250 ms bei [IRWIN 1992]. In neueren Studien werden
auch kürzere Werte, wie 100 ms, vorgeschlagen [MANOR&GORDON 2003, S. 92]. Manor
und Evian zeigen, dass gerade beim Erfassen abstrakter Stimuli der Schwellenwert von
100 ms gute Ergebnisse zu liefern scheint, da der Aufnahmepfad (engl. „scanpath“) bei
dem heruntergesetzten Schwellenwert zeigt, dass dadurch bisher nicht berücksichtigte
Regionen des Stimulus in die Analyse aufgenommen werden [vgl. MANOR&GORDON 2003,
S. 91].
Galley [GALLEY 2001, S. 274] weist darauf hin, dass „[i]n der Praxis [...] als Fixations-
dauer auch häufig die Zeit bezeichnet [wird], die der Blick das Blickobjekt (z. B. den
Rückspiegel des Autos) nicht verlassen hat. Man sollte hierfür dann aber lieber den Aus-
druck Blickdauer (engl. gaze duration) verwenden. Ein Intervall zwischen zwei Sakkaden
ist weiterhin nicht identisch mit einer „Beachtung eines Objekts“, da man ja auch etwas
beachten kann, auf das die Sichtlinie nicht zeigt [...].“
Der Analyse der Blickdaten, die während der Interviews der Studie FDSA aufgezeich-
net werden, liegt eine Einteilung in Regionen zu Grunde. Im Folgenden wird dann z. B.
genauer analysiert, wann, wie oft und in welcher Reihenfolge in die einzelnen Regionen
geschaut wird. Entsprechend der Anmerkung von Galley werden hier Fixationen auf ge-
wisse Blickobjekte, in Form von Regionen, untersucht. Durch die Einteilung in Regionen
werden verschiedene, hintereinanderliegende Fixationen zusammengefasst, wenn sie in
der gleichen Region liegen.
Bei der Analyse der QuaDiPF-Aufgaben zur Erfassung des prädikativ-logischen, bzw.
funktional-logischen Denkens (vgl. Abschnitt 10) wird ein eher niedriger Schwellenwert
von 100 ms oder 150 ms verwendet, da hier Figuren mit keiner allzu hohen Komplexität
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zu erfassen sind.
4.6.1. Analysemöglichkeiten mit dem Region Analyser
Für die Analyse der Augendaten, die das Mangold Vision Eye Tracking System der Firma
Mangold International ausgibt, wurde das Programm Region Analyser1 entwickelt. Die
Grundlage der Auswertung ist die Analyse von Regionen. Hierzu wird das ursprüngli-
che Bild, das während der Aufzeichnung der Augendaten betrachtet wird, in Regionen
eingeteilt, die bei der weiteren Analyse als Einheit betrachtet werden. So wird z. B. eine
QuaDiPF-Aufgabe (vgl. Abschnitt11.1) passend zu den Figuren in neun Regionen einge-
teilt.
Für die Analyse können beliebige rechteckige Regionen bestimmt werden, indem
die x- und y-Koordinaten zweier gegenüberliegender Ecken angegeben werden. Diesen
Regionen werden die Einträge der Eye-Tracker-Daten zugeordnet. Die Anzahl der de-
finierten Regionen ist beliebig. Wenn sich Regionen überlappen, wird ein in mehrere
Regionen fallender Eintrag jener Region zugewiesen, die zuerst definiert wurde. Bei den
Auswertungen der Studie FDSA werden bewusst nur Regionen definiert, die lediglich
die begrenzenden Kanten gemeinsam haben. Daten, die in keiner definierten Region
liegen, werden markiert, indem ihnen der Wert -1 zugeordnet wird. Falls zwischendurch
für einen kurzen Zeitraum das Erfassen der Augenposition nicht möglich ist, wird diesem
Zeitraum die Region -2 zugeordnet.
Der Algorithmus assign regions, durch den die bereits angesprochene Zuweisung von
Einträgen zu Regionen stattfindet, liegt allen weiterführenden Algorithmen zu Grunde.
Im Folgenden sollen die Algorithmen exemplarisch an einem Ausschnitt eines Origi-
naldatensatzes erklärt werden.
Bei der ersten QuaDiPF-Aufgabe gibt das Analyse-Programm der Firma Mangold Inter-
national für die Studentin Sw1 folgende Einträge aus:
"", ID, X, Y, Time, Time gap
1, Sw1, 571, 601, 88, 0
2, Sw1, 582, 395, 117, 29
3, Sw1, 564, 379, 147, 30
4, Sw1, 582, 372, 176, 29
5, Sw1, 591, 396, 206, 30
6, Sw1, 601, 415, 235, 29
7, Sw1, 592, 406, 265, 30
8, Sw1, 479, 449, 294, 29
9, Sw1, 470, 438, 324, 30
10, Sw1, 445, 409, 353, 29
1 Das Programm ist unter der GPL Version 3 lizensiert und frei verfügbar.
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11, Sw1, 439, 452, 382, 29
12, Sw1, 453, 437, 412, 30
13, Sw1, 360, 150, 441, 29
14, Sw1, 362, 134, 500, 59
15, Sw1, 346, 123, 529, 29
16, Sw1, 358, 135, 559, 30
17, Sw1, 369, 118, 588, 29
18, Sw1, 190, 176, 617, 29
19, Sw1, 150, 102, 647, 30
20, Sw1, 137, 108, 676, 29
21, Sw1, 136, 128, 706, 30
...
In der zweiten Spalte steht die ID des jeweiligen Teilnehmers, in der dritten und vierten
die x- und y- Koordinate des Fixationspunktes als Angabe in Pixel. In der fünften Spalte
steht die kumulative Zeit der Datenerfassung bei dem jeweiligen Stimuli in ms und in
der letzten Spalte, die mit time gap überschrieben ist, die Dauer in ms, die seit dem
letztmaligen Erfassen einer Augenposition vergangen ist.
Der Eye-Tracker der Firma Mangold International hat eine Abtastrate von 29 ms bzw.
30 ms. Entsprechend konnten in dem Beispieldatensatz zwischen dem Eintrag in der 13.
und dem Eintrag in der 14. Zeile einmalig die Augendaten nicht erfasst werden.
Bei der Ausgabe nach Ausführung des Algorithmus assign regions, wird die letzte Spalte
insofern verändert, als dass in der Ausgabedatei in der Spalte duration die Zeitdauer einer
Eintrags aufgeführt wird. Hierzu wird in der Regel der Eintrag in der Spalte time gap der
jeweils vorherigen Zeile als Dauer zugeordnet. Dies ist allerdings nur dann korrekt, wenn
dort ein Wert in der Größe der Abtastrate (hier 29 ms bzw. 30 ms) steht. Falls dies nicht
der Fall ist, konnten zwischendurch die Augendaten nicht erfasst werden und es wird
eine Zeile mit der Region -2 eingefügt. Dem Originaleintrag wird die Dauer der Abtastrate
(30ms) zugeordnet und dem neuen „Lost-Eyes-Eintrag“ die entsprechende Zeitdifferenz
zugewiesen, so dass die Gesamtdauer insgesamt die gleiche ist. Das Einfügen einer
solchen neuen Zeile bei Verlust der Augenposition sieht man in dem Beispieldatensatz
bei der Ausgabe des Algorithmus assign regions in der dreizehnten Zeile.
id,region_number,item_number,x,y,start_time,duration,cumulative_time
Sw1, 4, 0, 571, 601, 88, 29, 0
Sw1, 4, 1, 582, 395, 117, 30, 0
Sw1, 4, 2, 564, 379, 147, 29, 0
Sw1, 4, 3, 582, 372, 176, 30, 0
Sw1, 4, 4, 591, 396, 206, 29, 0
Sw1, 4, 5, 601, 415, 235, 30, 0
Sw1, 4, 6, 592, 406, 265, 29, 0
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Sw1, 4, 7, 479, 449, 294, 30, 0
Sw1, 4, 8, 470, 438, 324, 29, 0
Sw1, 4, 9, 445, 409, 353, 29, 0
Sw1, 4, 10, 439, 452, 382, 30, 0
Sw1, 4, 11, 453, 437, 412, 29, 0
Sw1, 1, 0, 360, 150, 441, 30, 0
Sw1, -2, 0, 360, 150, 471, 29, 0
Sw1, 1, 1, 362, 134, 500, 29, 0
Sw1, 1, 2, 346, 123, 529, 30, 0
Sw1, 1, 3, 358, 135, 559, 29, 0
Sw1, 1, 4, 369, 118, 588, 29, 0
Sw1, 0, 0, 190, 176, 617, 30, 0
Sw1, 0, 1, 150, 102, 647, 29, 0
Sw1, 0, 2, 137, 108, 676, 30, 0
Sw1, 0, 3, 136, 128, 706, 29, 0
...
Das Originalbild hat eine Größe von 968x962 Pixeln, wobei nur der Bildbereich
(32,8,883,827) betrachtet wird (siehe den Algorithmus statistics). Für die Analyse wird
das Bild in neun Regionen eingeteilt. Insgesamt kann die vorstehende Ausgabe durch
folgende Befehlszeile erzeugt werden:
$ ./build/QuaDiPF --input_file ./data/quadipf1_ascii.csv \
--id Sw1 \
--regions "(1,1,320,320)" \
"(320,1,640,320)" \
"(640,1,960,320)" \
"(1,320,320,640)" \
"(320,320,640,640)" \
"(640,320,960,640)" \
"(1,640,320,960)" \
"(320,640,640,960)" \
"(640,640,960,960)" \
--algorithm assign_regions
Die Bezeichnung der einzelnen Spalten wird auch bei vielen anderen Algorithmen
identisch sein. Deshalb soll nun kurz die Bedeutung der einzelnen Einträge angegeben
werden:
id Bezeichner eines Datensatzes (z. B. Name eines Probanden)
region_number die Nummer der Region (Zählung beginnt bei 0)
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item_number n-ter Eintrag innerhalb einer Region (Zählung beginnt bei 0)
x x-Position aus den Originaldaten
y y-Position aus den Originaldaten
start_time Startzeit eines Eintrages im Originaldatensatz bzw. Minimum aller Startzeiten
bei zusammengefassten Einträgen
duration Zeitdauer eines Eintrages bzw. einer zusammengefassten Menge von Einträgen
cumulative_time kumulierte Zeit der Einträge für eine Region
Der letzte Eintrag cumulative time wird von dem Algorithmus assign regions nicht
gesetzt. Erst die nachgeschalteten Algorithmen setzen diesen. Da der Analyse der Augen-
daten Regionen zu Grunde liegen, ist es für die weitere Analyse erforderlich, Einträge, die
zeitlich aufeinander folgen und denen die gleiche Region zugewiesen wurde, zusammen-
zufassen. Dies geschieht durch den Algorithmus merge. Bei unserem Beispieldatensatz
ergibt sich dadurch folgende Ausgabe:
id, region_number,item_number,x,y,start_time,duration,cumulative_time
Sw1, 4, 0, 453, 437, 88, 353, 353
Sw1, 1, 0, 360, 150, 441, 30, 30
Sw1, -2, 0, 360, 150, 471, 29, 29
Sw1, 1, 1, 369, 118, 500, 117, 147
Sw1, 0, 0, 129, 109, 617, 206, 206
...
Da eine gewisse Fixationsdauer nötig ist, um Inhalte aufzunehmen, konnte in Unter-
suchungen gezeigt werden, dass lediglich Fixationen mit einer Dauer, die über einem
gewissen Schwellenwert liegen, bei der Analyse berücksichtigt werden sollten (vgl. Ab-
schnitt 4.6). Ein solcher Schwellenwert kann beim Region Analyser durch den Parameter
min staying time festgelegt werden. Bei dem Algorithmus merge and remove wird zuerst
der bereits vorgestellte Algorithmus merge durchgeführt und im Anschluss daran werden
alle Einträge, deren Zeitdauer kürzer als die min staying time ist, gelöscht.
In unserem Beispieldatensatz ergibt sich dadurch bei einer min staying time von 100
ms folgende Ausgabe:
id,region_number,item_number,x,y,start_time,duration,cumulative_time
Sw1, 4, 0, 453, 437, 88, 353, 353
Sw1, 1, 0, 369, 118, 500, 117, 117
Sw1, 0, 0, 129, 109, 617, 206, 206
...
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Im Anschluss daran werden bei dem Algorithmus merge, remove and merge wiederum
aufeinanderfolgende Einträge gleicher Regionennummer zusammengefasst. Dies ergibt
bei unserem Beispieldatensatz allerdings keine Änderung.
Allen Analysen, die im Rahmen dieser Studie genauer betrachtet werden, liegt dieser
Algorithmus merge, remove and merge zu Grunde. Bei einigen aufgezeichneten Datensät-
zen zeigt sich allerdings, dass zwischendurch immer wieder vereinzelt die Augenposition
nicht erfasst wird, so dass häufig ein Verlust der Augendaten für 29 ms bzw. 30 ms ver-
zeichnet wird. In solchen Fällen erweist es sich als sinnvoll, den Parameter time gap
zu erhöhen. Hierdurch kann festgelegt werden, ab wann ein Verlust der Augenposition
angenommen werden soll. Ohne diese Anpassung kann es passieren, dass Regionen nicht
berücksichtigt werden, die auf Grund des zwischenzeitlichen Nicht-Erfassens einzelner
Werte nicht auf die geforderte min staying time kommen.
Durch die Erhöhung dieses Parameters auf 60 ms (dies entspricht dem Verlust lediglich
eines Abtastwertes) würde in unserem Beispieldatensatz nicht davon ausgegangen, dass
die Augendaten zwischendurch nicht erfasst werden können, sondern die entsprechende
Zeitdauer wird auch der Region 1 zugeordnet. Die Ausgabe beim Algorithmus merge,
remove and merge würde sich entsprechend folgendermaßen verändern:
id,region_number,item_number,x,y,start_time,duration,cumulative_time
Sw1, 4, 0, 453, 437, 88, 353, 353
Sw1, 1, 0, 369, 118, 441, 176, 176
Sw1, 0, 0, 129, 109, 617, 206, 206
...
Der Region Analyser umfasst insgesamt zehn Algorithmen, aber für die Analyse in der
Studie FDSA sind vor allem merge, remove and merge und observed first time wichtig.
Bei dem Algorithmus observed first time wird zuerst der Algorithmus merge, remove and
merge ausgeführt, bevor für alle Regionen aufgelistet wird, wann zum ersten Mal in die
jeweilige Region geschaut wurde. Bei der ersten QuaDiPF-Aufgabe erhält man für Sw1
bei einer min staying time von 100 ms folgende Ausgabe mit Angaben in ms.
Times until regions are observed first time:
Data set: Sw1
Region -1: 9999999
Region 0: 617
Region 1: 500
Region 2: 1000
Region 3: 3617
Region 4: 88
Region 5: 4146
Region 6: 4823
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Region 7: 1970
Region 8: 9999999
Abschließend wird die Hilfeausgabe des Region Analysers angehangen. Hier werden
alle möglichen Parameter und Algorithmen kurz erklärt.
Region Analyser, Version 0.8.0
Copyright (c) 2010, 2011 Christoph Haenisch
Usage: ./build/QuaDiPF { option [argument | argument list] }
Generic options:
--help - show this help text
--version - solely print out the version number
Options:
--algorithm <algorithm> - for possible values, please see below
--border_width <width> - width of border area; the default value is 25
--format <format> - for possible values, please see below; the
default value is ’CSV_MVETS’
--id <id> | <list of ids> - user id(s); if no id is set, all users in the
the data base are processed
--input_file <file name> - file name of the input data; ’--’ means stdin
which is also the default value
--max_time_gap <time> - maximal allowed time gap (in milliseconds)
between two entries such that this gap is not
interpreted as a loss of the eyes; the default
value is 30
--min_staying_time <time> - minimum time (in milliseconds) a proband must
look at a region to let the region be counted
at all; default value is 50
--output_file <file name> - file name of output data; ’--’ means stdout
which is also the default value
--print_lost_eyes_items - specifies, whether lost-eyes-items are shown or
[true | false] not; the default value is ’true’
--regions <region list> - for an explanation, please see below
--verbose [true | false] - display messages on the screen; default is true
Algorithms:
assign_regions - list selected data sets, after having
assigned the entries to user-defined regions
border_area - list all region entries that are in the
neighborhood of the borders; the size of this
neighborhood is defined by ’border_width’
cumulative_time - compute the comulative time for each region
(applies ’merge_remove_and_merge’, first)
list_ids - list all possible probands
merge - merge subsequent entries which are in the same
region
merge_and_remove - first, merge subsequent entries which are in the
same region and then remove entries whose
duration is less than ’min_staying_time’; this
algorithm is affected by the deletion flag
merge_remove_and_merge - first, merge subsequent entries which are in the
same region, then remove entries whose duration
is less than ’min_staying_time’ and finally
merge subsequent entries again; this algorithm
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is affected by the deletion flag
observed_first_time - time for every region until it is observed
the first time (applies ’merge_remove_and_merge’
first);
remove - remove entries in the data set whose ’gap’
values are less than ’min_staying_time’; this
algorithm is affected by the deletion flag
statistics - statistics about selected data sets
Formats:
CSV_MVETS - Export format of MangoldVision Eye Tracking
System
Regions:
A region is a rectangular area that is denoted by a 4-tuple of the following
form (x_min, y_min, x_max, y_max), e.g. (100, 100, 400, 400). Depending on
your shell you might need to enclose the expression by double quotes or omit
the white space in-between. A region list is a white space separated list of
regions.
Examples:
./build/QuaDiPF --input_file data.csv --algorithm statistics
./build/QuaDiPF --input_file data.csv --output_file result.csv \
--regions "(100,100,400,400)" "(500,500,800,800)" \
--algorithm XXX
4.7. Anmerkungen zum Transkribieren
Für das Transkribieren einzelner Interviewpassagen wird die literarische Umschrift ge-
wählt. Hierbei werden „Besonderheiten der gesprochenen Sprache“, wie das „Auslassen
einzelner Laute (Elision) oder die Angleichung aufeinanderfolgender Laute (Assimilati-
on)“, die vor allem beim Abweichen von der Standardsprache auftreten, vermerkt [KO-
WAL&O’CONNELL 2007, S. 441].
Bei den Transkriptstellen, die sich in den Analysekapiteln zu den einzelnen Interviews
und bei der Präsentation der QuaDiPF-Aufgaben finden, wird der genaue Wortlaut, samt
Füllwörter, angegeben. Auf Gestik und Mimik wird nur hingewiesen, wenn sie besonders
herausstechen oder Einfluss auf das Verständnis bzw. den Inhalt des jeweiligen Zitats
haben. Auch auf die Intonation wird nur dann hingewiesen, wenn sie sich von der erwar-
teten Satzmelodie unterscheidet. Falls zwischendurch Wörter nicht transkribiert werden,
weil sie z. B. unverständlich sind oder inhaltlich nicht zum Kontext gehören, wird dies
durch das Symbol „[...]“ vermerkt; Sprechpausen werden durch die Zeichen „...“ verdeut-
licht. Die Länge besonders auffälliger Sprechpausen, die einen Einfluss auf die Bedeutung
haben, wird in Sekunden angegeben. Es wird versucht, durch den angegebenen Kontext
ein umfassendes Verständnis des jeweiligen Zitats zu ermöglichen.
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5. Erstes Interview: Mengenlehre
5.1. Aufbau des Interviews
Das Interview zum Thema „Mengenlehre“ findet in der vierten Vorlesungswoche statt.
Zum Zeitpunkt des Interviews haben die Studierenden bereits drei bzw. vier Vorlesungen
der „Mathematischen Grundlagen“ besucht und dort das Thema Mengenlehre abge-
schlossen. Der Interviewtermin ist das erste Treffen mit den Teilnehmern und zu Beginn
des Treffens stellen sich die Studierenden zunächst samt Angabe ihres Studiengangs vor.
Direkt im Anschluss an dieses Interview werden die QuaDiPF-Aufgaben zur Bestimmung
einer möglichen Präferenz für das prädikative bzw. funktionale Denken bearbeitet.
Passend zur in Abschnitt 4.3 vorgestellten Aufteilung umfasst das Interview zum Thema
Mengenlehre folgende Teile:
• Persönliche Angaben zum Interviewteilnehmer
• Basiswissen
• Mächtigkeit von Mengen und der Potenzmenge
• Definition und Verständnis der Mengenoperatoren (Vereinigung, Schnitt, Differenz)
• Aufgabe zum „exklusiven oder“
• Partitionen
Die Detailplanung des Interviews steht in Abschnitt 5.2.
Die Mengenverknüpfung „exklusives oder“ wurde in der Veranstaltung noch nicht
behandelt und auch Partitionen sind den meisten bisher unbekannt. Lediglich drei Ba-
chelorstudierende (Sw6, Sm5, Sm6), deren Interviews gegen Ende der Woche stattfinden,
haben sich kurz zuvor im Begleitpraktikum mit diesem Thema beschäftigt.
Als Einstieg in das Thema „Mengenlehre“ wird die offene Frage gestellt, was unter
einer Menge zu verstehen sei. Die Studierenden sollen hier frei antworten können, ohne
beispielsweise direkt nach einer formalen Definition gefragt zu werden. Hier ist also
durchaus zu erwarten, dass bei der Antwort auch auf Beispiele oder Veranschaulichungen
zurückgegriffen wird. Falls allerdings eine sehr informelle Erklärung erfolgt, wird im
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Anschluss nach einer formalen Definition gefragt. Zudem soll der Fokus kurzzeitig nicht
auf mathematische Objekte gelegt werden. Deshalb wird bewusst gefragt, ob auch „alle
Türen in diesem Gebäude“ eine Menge bilden.
Im nächsten Teil rückt die Mächtigkeit von Mengen in den Mittelpunkt. Hier soll zuerst
der Begriff geklärt und bei einfachen Mengen explizit die Mächtigkeit benannt werden.
Ein Ziel dieser Aufgabe liegt darin, zu schauen, ob den Studierenden bewusst ist, dass
die Vereinigung {a,b}∪ {b,d} der Menge {a,b,d} entspricht und beide Ausdrücke folglich
gleichmächtig sind. Die Anschlussfrage, wie die Gleichmächtigkeit zweier Mengen über-
prüft werden kann, sollte zumindest für den endlichen Fall direkt beantwortbar sein. Es
ist interessant zu schauen, ob auch Vorschläge für unendliche Mengen gemacht werden.
In der Veranstaltung „Analysis I“ wurde bereits über injektive, surjektive und bijektive
Abbildungen gesprochen, aber es wurde noch keine Verknüpfung zur Anwendung beim
Vergleich der Mächtigkeit von Mengen hergestellt.
Bei der Frage nach der Mächtigkeit der Potenzmenge werden vermutlich viele Teilneh-
mer die korrekte Formel 2n , wobei n die Anzahl der Elemente der Menge angibt, nennen
können. Allerdings wurde dieser Zusammenhang in der Vorlesung nur genannt, aber
nicht bewiesen. Insofern werden die Erklärungen wahrscheinlich auf eigenen Überlegun-
gen basieren. Falls die Begründung Schwierigkeiten bereitet, wird als Hilfe eine Tabelle
vorgelegt, in der alle möglichen Teilmengen der Beispielmenge M = {a,b,c} eingetragen
werden sollen. Im nächsten Schritt wird dann gefragt, welche Veränderungen an der Ta-
belle vorgenommen werden müssen, wenn ein weiteres Element hinzukommt. Durch die
Frage soll auf den Zusammenhang verwiesen werden, dass sich die Anzahl der möglichen
Teilmengen durch jedes hinzukommende Element verdoppelt. Insofern kann mit dieser
Erklärung auch der Zusammenhang mit der Formel erklärt werden.
Im folgenden Teil des Interviews stehen die Mengenoperatoren im Mittelpunkt. Als
Einstieg werden die Symbole für den Durchschnitt, die Vereinigung und die Differenz
zweier Mengen hereingereicht, verknüpft mit der Bitte, die Bedeutung zu erklären. Es
ist davon auszugehen, dass dabei auf Aussagenlogik zurückgegriffen wird, da dies auch
in der Veranstaltung entsprechend eingeführt wurde. Alternativ werden möglicherweise
auch einige die Verdeutlichung mittels eines Venn-Diagramms nutzen. Dies kann bei der
Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen zwei bzw. drei Mengen sehr hilfreich
sein. Auch in der Vorlesung folgte auf die formale Definition der Operatoren direkt eine
Visualisierung mittels Venn-Diagrammen. Im Anschluss folgt eine Aufgabe, die das Ziel
hat, Schwierigkeiten im Umgang mit diesen Operatoren aufzudecken. Bei der Aufgabe
wird nur eine Menge A betrachtet, die im Folgenden beispielsweise mit sich selber
geschnitten oder vereinigt wird. Insgesamt bleibt dann für jede der drei Gleichungen
anzugeben, wie die Menge A zu wählen ist, damit die Gleichung gültig ist.
Nach der Auseinandersetzung mit den bereits bekannten Operatoren wird als neue
Verknüpfung das „exklusive oder“ eingeführt (siehe S. 68). Zu Beginn wird lediglich die for-
male Definition hereingereicht, ohne beispielsweise eine Bezeichnung anzugeben. Hier
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ist wieder interessant zu beobachten, wie die Teilnehmer mit der Definition umgehen.
Werden sie beispielsweise auf die Veranschaulichung mittels eines expliziten Beispiels
oder des Venn-Diagramms zurückgreifen, um sich den Zusammenhang zu verdeutlichen,
oder werden sie eventuell versuchen, den definierenden Ausdruck umzuformen? Um
Vorgaben zu vermeiden, werden die zugehörigen Aufgaben erst im zweiten Schritt her-
eingereicht, weil eventuell einige Teilaufgaben bereits ohne direkte Nachfrage von den
Studierenden angesprochen werden. Am Ende der Behandlung des „exklusiven-oder“
soll aber über alle Teilaufgaben gesprochen worden sein.
Als Abschluss der Teils zu den Mengenoperatoren wird noch kurz nach den „de Morgan-
schen Regeln“ gefragt, wobei eventuell, je nach Umgang mit der Umformung im letzten
Aufgabenteil der vorangehenden Aufgabe, eine der beiden Regeln formal bewiesen wer-
den soll.
Im letzten Teil des Interviews wird eine Definition des bisher unbekannten Begriffs
„Partition“ am Bildschirm präsentiert (Augendaten werden parallel aufgezeichnet), wobei
die Bezeichnung nicht genannt wird (siehe S. 68). Die Studierenden sollen sich den Inhalt
der Definition selbstständig erschließen und eine Bezeichnung vorschlagen. Wahrschein-
lich werden auch hier einige Teilnehmer auf eine Veranschaulichung zurückgreifen. Die
Erfahrungen aus der Pilotstudie zeigen, dass nicht allen Studierenden an dieser Stelle der
Unterschied zwischen der Menge K und der Menge M bewusst wird, so dass nun expli-
zit nach einem Zusammenhang zwischen den beiden Mengen gefragt werden soll (vgl.
S. 68). Anschließend werden nacheinander verschiedene Versionen präsentiert, die die
Teilnehmer kommentieren sollen. Es wird überprüft, ob die formalen Ausdrücke korrekt
verstanden werden und dann auch der inhaltliche Vergleich mit dem zuvor erschlossenen
Begriff einer Partition gelingt. Version zwei und drei sind falsch, da bei Version zwei M
die Vereinigung zweier beliebiger Mengen ist und bei der dritten Version statt von der
Vereinigung der Mengen T1, ..., Tn vom Schnitt gesprochen wird. Die vierte Version ist
wiederum eine korrekte Definition, aber im Gegensatz zur ersten wird sie hier auf formale
Weise formuliert. So werden hier z. B. auch Quantoren benutzt. An dieser Stelle muss erst
erkannt werden, dass die beiden Definitionen äquivalent sind und im Anschluss sollen
die Darstellungen verglichen werden. Vor allem die Erklärungen der Teilnehmer, welche
der beiden Varianten sie aus welchen Gründen bevorzugen, könnten aufschlussreich
sein.
Im nächsten Schritt soll die Definition mit zwei Aufgaben in Verbindung gesetzt wer-
den. Dies ist zum einen eine anschauliche Aufgabe, die von Lackierungen von Autos
handelt [vgl. HEUSER 2003, S. 23] und zum anderen eine abstraktere Aufgabe, in der es
um Restklassen geht. Die Studierenden können selber entscheiden, mit welcher Aufgabe
sie beginnen möchten und sollen ihre Wahl begründen. Im Anschluss an die Bearbeitung
wird dann gefragt, ob sie den abstrakteren oder den anschaulicheren Aufgabenteil für
das Verständnis der Definition einer Partition für sinnvoller erachten.
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Die Interviews zum Thema Mengenlehre dauern zwischen 54 Minuten und 72 Minuten,
wobei der Durchschnitt bei einer Stunde liegt.
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5.2. Planung des Interviews
Ich möchte mit dir heute über Mengenlehre sprechen.
• Was versteht man unter einer Menge?
• Bilden „alle Türen in diesem Gebäude“ eine Menge?
• Was bildet keine Menge? (Warum wird durch den Ausdruck „Alle guten Studenten“
nicht auf eindeutige Weise eine Menge beschrieben?)
• Was ist der Unterschied zwischen einer Menge und der Mächtigkeit einer Menge?
• Wieviele Elemente hat die Menge {a, b}∪ {b, d}?
• Wie kann man überprüfen, ob zwei Mengen gleichmächtig sind?
• Was versteht man unter der Potenzmenge? Welche Mächtigkeit hat die Potenzmen-
ge? Warum ist die Mächtigkeit der Potenzmenge 2n? (Eventuell Tabelle als Hilfe
zur Verdeutlichung der Mächtigkeit der Potenzmenge.)
• Verschiedene Schreibweisen für Mengen. → Aufzählende versus beschreibende Art
• Was bedeuten folgende Symbole?
A∪B
A∩B
A \ B
• Wie kann man diese Symbole definieren? (z.B. A∩B = {x|x ∈ A∧x ∈B})
Aufgabe zu Mengen
Für welche Mengen A gilt:
a) A∩ A = A∪ A
b) A \ (A∪ A)= A∪ (A \ A)
c) A∩ (A \ A)= (A∩ (A \ A))∪ (A \ (A∩ A))
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Aufgabe zur symmetrischen Differenz
A und B seien zwei Mengen.
A♦B := (A \ B)∪ (B \ A)
heißt symmetrische Differenz der Mengen A und B .
(Was bedeutet := zwischen den beiden Ausdrücken?)
a) Welche Aussage kann zur Kommutativität von ♦ gemacht werden. (Und zur Assoziati-
vität? A♦(B♦C )= (A♦B)♦C )
b) Es seien A = {∝, /,≡, Γ} und B = {.,≡, .,∝, 6=}. Gib die Menge A♦B an.
c) Beschreibe mit eigenen Worten, was die Beziehung A♦B bedeutet. Wie könnte man
es bezeichnen? (mögliche Hilfestellungen: Beschreibe, was die Raute bewirkt. Was
wird durch die Raute erreicht?)
d) Beweise, dass
(A \ B)∪ (B \ A)= (A∪B) \ (A∩B)
De Morgansche Regeln
• Wie lauten die de Morganschen Regeln? (Eine davon formal beweisen)(eventuell)
Aufgabe zu Partitionen
Definition einer Partition vorlegen.
• Welches Wort passt in die Lücke? Kommt dir das bekannt vor?
Version 1: Eine Menge K = {T1, . . . , Tn} nicht leerer Teilmengen einer Menge M ist
genau dann eine von M , wenn folgende Bedingun-
gen erfüllt sind:
- Die Vereinigung all dieser Teilmengen T1, . . . , Tn ergibt die ganze
Menge M .
- T j ∩Tk =; für je zwei verschiedene Mengen T j ,Tk ∈K
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• Kommentiere und vergleiche die Definitionen.
Version 2: Eine Menge K = {T1, . . . , Tn} nicht leerer Teilmengen einer Menge M ist
genau dann eine von M , wenn folgende Bedingun-
gen erfüllt sind:
- M = T j ∪Tk , ∀ j 6= k und T j ,Tk ∈K
- Tl ∩Tm =; ∀ l 6=m
Version 3: Eine Menge K nicht leerer Teilmengen einer Menge M ist genau dann
eine von M, wenn gilt:
- M = ∩
i=1,...,n
Ti , wobei n ∈Nund Ti ∈K
- T j ∩Tk =; ∀ j 6= k
Version 4: Eine Menge K nicht leerer Teilmengen einer Menge M ist genau dann
eine von M, wenn gilt:
- M = ∪
i=1,...,n
Ti , wobei n ∈Nund Ti ∈K
- T j ∩Tk =; ∀ j 6= k
• Hier sind nun zwei Aufgaben zu diesem Thema. Lies sie bitte zuerst beide durch
und entscheide dich dann, mit welcher Aufgabe du beginnen möchtest. Warum
hast du dich so entschieden? Glaubst du, dass dir das in dieser Reihenfolge leichter
fallen wird?
Aufgabe:
Mit a¯ wird die Menge aller x ∈Z mit der Eigenschaft „ x − a ist durch 3 teilbar“
bezeichnet, wobei a ∈Z beliebig, aber fest ist. (Eventuell Hinweis: Beachte, dass
auch 0 durch 3 teilbar ist.)
Setze dieses Beispiel mit der eben besprochenen Definition in Verbindung.
Aufgabe:
Eine Firma produziert pro Tag 1230 Autos. Die Autos werden anhand ihrer Lackie-
rung klassifiziert, wobei es für die immer einfarbige Lackierung die möglichen
Farben rot, blau, silber und schwarz gibt.
Setze dieses Beispiel mit der eben besprochenen Definition in Verbindung.
• Ist es sinnvoll, im ersten Beispiel statt x ∈Z alle x ∈N oder alle x ∈Q zu betrach-
ten?
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• Was ist, wenn die Indexmenge K unendlich viele Elemente enthält?
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5.3. Mentales Modell und vorhandene Fehlvorstellungen
Zu Beginn des Interviews wird über die Begriffe „Menge“ und „Mächtigkeit einer Menge“
gesprochen, um etwas über das Verständnis der Studierenden zu erfahren. Im Folgenden
sollen nun zunächst individuelle Unterschiede bei den Teilnehmern dargestellt wer-
den. Danach sollen noch Schwierigkeiten und Fehlvorstellungen bei der Frage nach der
Mächtigkeit der Potenzmenge analysiert werden.
Die Antworten auf die Einstiegsfrage „Was versteht man unter einer Menge?“ zeigen
Unterschiede und zwar vor allem im Hinblick darauf, wie weit der Begriff der Menge
gefasst wird.
Sw1: Ja, ’ne Menge ist ’ne Ansammlung von Elementen, also ..., man schreibt
das ja in ’ner geschweiften Klammer [...].
Sw6: Eine Menge ist eine öh Zusammenfassung von Elementen, die, öhm , ja,
es gibt auch die leere Menge, die hat keine Elemente, und, öhm ja, also oft
haben die Mengen, also die Elemente in der Menge irgend’ne Eigenschaft,
aber manche Mengen scheinen auch relativ willkürlich zusammengesetzt
zu sein, also, man kann einfach sagen diese zwei Elemente und dann ist
das ’ne Menge (macht Kreisbewegung mit der rechten Hand). [...]
Also ich glaube, alles was mathematisch ist, kann man in ’ne Menge schrei-
ben, Funktionen hatten wir jetzt [...].
Sw4: Ja, eine Menge ist halt eine Zusammenfassung von Objekten.
Sm1: Eine Menge ist ein Zusammenschluss von Elementen, so ungefähr habe
ich es jetzt noch in Erinnerung.
Sm3: Eine Menge ist eine Zusammenfassung von einzelnen, ja, keine Ahnung
[lacht], öhm, von einander verschiedenen Elementen oder keine Ahnung.
Sm4: Eine Menge ist, öh, also, gute Frage, also, das ist auf jeden Fall, öh, es,
sag ich mal ’nen Raum (Anführungszeichen in der Luft), wo bestimmte
Elemente drin sind, also sag ich mal, kann man sich vorstellen wie ’ne
Box und da sind verschiedene Elemente drin.
Die Erklärung von Sw1 zeigt, dass für sie die Ausdrücke „Ansammlung“ und „geschweif-
te Klammern“ die charakteristischen Eigenschaften einer Menge zu benennen scheinen.
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Abbildung 5.1.: Visualisierung zum Begriff Menge (Sm1)
Hierbei werden die geschweiften Klammern bereits im ersten Satz der Erklärung genannt,
obwohl es lediglich eine Konvention ist, Mengen in der Mathematik dementsprechend zu
kennzeichnen. Gleichzeitig sind die Klammern natürlich das primäre Erkennungsmerk-
mal. Als dann im Folgenden die Frage gestellt wird, ob „alle Türen dieses Gebäudes“ eine
Menge bilden, antwortet Sw1, dass diese zwar umgangssprachlich eine Menge bilden
würden, aber ob das auch im mathematischen Sinne gelten würde, wisse sie nicht. Diese
Frage bereitet vielen Studierenden Schwierigkeiten und zeigt, dass der Begriff einer Men-
ge häufig sehr eng aufgefasst wird. Für Sw1 müssen die Elemente mathematischer Natur
sein, damit sie in ihren Augen zweifellos eine Menge bilden können. Mit dieser engen
Auffassung ist sie in der Studie FDSA nicht allein, denn Sw2 sagt explizit, „Normalerweise,
in der Mathematik, sind Elemente der Mengen öhm Zahlen“. Auch wenn die Studien-
anfänger in der Schulmathematik und auch in ihrem bisherigen Studium noch nicht
viele Mengen gesehen haben, wurde in der Veranstaltung zumindest bereits über die
Potenzmenge und auch über Mengen gesprochen, die Abbildungen enthalten. Insofern
wäre nicht zu erwarten gewesen, dass der Begriff weiterhin auf vielleicht im Rahmen der
Schulmathematik kennengelernte Mengen, die Zahlen enthalten, beschränkt ist.
An den Erläuterungen von Sw6 sieht man, dass er keine Einschränkung auf Zahlen
macht, aber trotzdem zeigt sich, dass auch sie das Konzept zu eng fasst, da die Elemente
„mathematisch“ sein müssen. Es zeigt sich insgesamt, dass häufig der mathematische
Begriff einer Menge viel enger gefasst wird, als es aus der Definition hervorgeht, denn
dort ist nur von „wohlunterscheidbaren Elementen“ die Rede. Es wäre also wichtig zu
betonen, dass dies ein erst einmal recht allgemeines Konzept ist, das nicht auf den
mathematischen Bereich beschränkt ist.
An dieser Stelle bleibt anzumerken, dass nicht alle Teilnehmer dieses enge Verständnis
haben. So könnte man z. B. das Wort „Objekt“ bei Sw4 bereits als ein Indiz werten, dass
hier eine weitläufigere Auffassung vorliegt. Dies würde auch dazu passen, dass für sie die
Türen des Gebäudes eine Menge bilden können. Aus der von Sm1 genannten Definition
lässt sich gar nicht schließen, wie weit er den Begriff fasst, aber die von ihm danach
aufgezeichnete Visualisierung zeigt [vgl. Abb. 5.1], dass für ihn auch z. B. ein Apfel ein
Element einer Menge sein kann. Ebenso erwähnen Sm3 und Sm6 bei ihren Erläuterungen
direkt, dass auch „Gegenstände“ oder auch „Hund, Katze, Maus“ möglich sind.
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Dieses könnte ein Hinweis darauf sein, dass sich das Verständnis der einzelnen Be-
reiche, die zum umfassenden Verständnis eines Begriffs gehören (vgl. S. 27), bei den
Teilnehmern unterscheidet. Während die Definition häufig zu eng gefasst und auch
teilweise explizit auf „mathematische Elemente“ hingewiesen wird, vermittelt die Visua-
lisierung mittels eines Venn-Diagramms durchaus ein weiteres Verständnis. Bei dieser
anschaulichen Darstellung scheint es vertrauter zu erscheinen, dass auch unmathemati-
sche Elemente zusammengefasst werden können.
Bei den Erläuterungen zum Begriff „Menge“ ist bemerkenswert, dass lediglich zwei
der zwölf Teilnehmer (Sm3, Sm5) zu Beginn darauf hinweisen, dass die Elemente „unter-
scheidbar“ sein müssen. Das ist erstaunlich, da die Tatsache, dass die beiden Mengen
{0,1,1,1,1,1,1} und {0,1} identisch sind, für den Begriff entscheidend und eventuell zu
Beginn auch unerwartet ist.
Abschließend bleibt an dieser Stelle noch die Erläuterung von Sm4 herauszustellen,
da sie sich deutlich von den anderen unterscheidet. Sm4 hat mit der Box eine sehr an-
schauliche Vorstellung, die aber eventuell bereits aus Übungsgruppen oder der Schule
bekannt sein kann. Dass er den Begriff aber im Gegensatz zu den zuerst beschriebenen
Erläuterungen sehr weit fasst, sieht man an seiner Antwort zur Frage, ob er etwas nennen
könne, das keine Menge bilde. Diese Frage bereitet einigen Schwierigkeiten, aber Sm4
nennt hier Luft als Beispiel für „irgendetwas, was man nicht erfassen kann“.
Bei der Frage nach der Mächtigkeit der Potenzmenge einer Menge mit n Elementen
geben alle Teilnehmer den korrekten Ausdruck 2n an. Jedoch zeigt sich bei Nachfragen,
dass die wenigsten diese Formel tatsächlich verstanden haben und erläutern können. Die
meisten finden auch keinen Ansatzpunkt, der als erster Erklärungsansatz gewertet werden
könnte. Häufig wird lediglich angegeben, dass die Formel in der Vorlesung genannt
worden sei. Falls keine Erklärung angegeben werden kann, wird folgende Tabelle als Hilfe
gegeben:
Abbildung 5.2.: Tabelle zur Verdeutlichung der Mächtigkeit der Potenzmenge
Diese Tabelle ist zunächst auszufüllen (es sollen alle möglichen Teilmengen der Menge
{a,b,c} spaltenweise eingetragen werden, wobei eine 1 dafür steht, dass das jeweilige
Element in der Teilmenge enthalten ist und 0, dass es nicht enthalten ist) und dann wird
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gefragt, was passieren würde, wenn dort ein weiteres Element d hinzukäme. Mit Hilfe
dieser Tabelle verstehen schließlich alle bis auf Sw3, die auch mit vielen Hilfestellungen
noch Schwierigkeiten hat, am Ende das Konzept. Generell halten alle diese Veranschau-
lichung für sehr hilfreich. Insgesamt muss bei acht der zwölf Teilnehmer diese Tabelle
hinzugezogen werden.
Vier Studierende können die Formel ohne Hilfe erklären, wobei Sw5 sagt, dass sie
es im Begleitpraktikum besprochen hat und sich dementsprechend die Frage stellt, ob
eventuell auch Sm6 seine Kenntnis aus dem Praktikum hat. Bei Sm6 könnte bei dieser
Frage von Bedeutung sein, dass er als Anwendungsfach Informatik gewählt hat und er
die Aufgabe deshalb mit Binärzahlen in Verbindung bringen könnte. Allerdings spricht er
das nicht explizit an und hat zu Beginn des ersten Interviews gesagt, dass er bisher noch
keine Erfahrungen mit dem Programmieren habe.
Sm3: Ähm, Moment. Konnte man irgendwie anschaulich erklären. Ähm. Ja,
wenn man, ja, wenn man sich ja, äh keine Ahnung, ich kann’s mir so
erklären, dass man sagt, ähm, wenn man sich jetzt ein einzelnes Element
der Menge betrachtet, kann es ja entweder drin sein oder nicht drin sein.
I: Mhm.
Sm3: Ähm und das ist dann ja ähm, eh, ähm und das sind zwei Möglichkeiten
und das wird dann jedes Mal mit den anderen multipliziert, sodass man
dann zw-, zwei mal zwei und wenn, dann kommt da trotzdem ja nochmal
zwei und nochmal zwei, also 2 hoch n.
Sm6: Weil man die Elemente in der Menge ja so kombinieren kann, dass, also
immer mal kombinieren kann, sodass das genau 2 hoch n gibt.
I: Und warum gibt das genau 2 hoch n?
Sm6: Ja weil für jedes Element, was dazu kommt, gibt es ja, kann man ja alles,
was man vorher gebildet hat [I: Mhm.] nochmal bilden, bloß mit und ohne
dieses Element.
I: Mhm und dann wär’ das?
Sm6: Immer verdoppelt pro Schritt.
Sm3 und Sm6 geben beide eine korrekte Erläuterung, wobei es Unterschiede gibt.
Sm3 geht von einem Zustand aus, in dem die Menge n Elemente besitzt und erläutert
dann, wie sich die Formel durch Multiplizieren ergibt. Die Erklärung von Sm6 ist ein
wenig anders, da hier ein Konstruktionsprozess im Mittelpunkt steht. Er erläutert die
Konsequenzen, was sich verändert, wenn ein Element hinzukommt. Im Vergleich zu den
Möglichkeiten, die ohne dieses neue Element vorhanden waren, hat eine Verdopplung
stattgefunden. Es ist interessant, dass hier unterschiedliche Akzentuierungen zu finden
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sind. Die Studierenden, die nicht direkt eine eigene Erläuterung nennen konnten, geben,
nachdem die Tabelle als Hilfe hinzugenommen wurde, vor allem die zweite Erklärung.
Dieses ergibt sich natürlich durch die Frage, was passiert, wenn ein weiteres Element
hinzukommt. Wie bereits gesagt, wird die Tabelle als gute Hilfe eingeschätzt, aber es
bleibt die Frage, ob eventuell die andere Akzentuierung dem Verständnis von einigen
Studierenden eher entgegengekommen wäre.
Außerdem könnte es für ein allgemeines Verständnis bezüglich der vorliegenden Mäch-
tigkeit hilfreich sein, den Aspekt des exponentiellen Wachstums zu erarbeiten, denn
Sm2 kann die Formel zwar auch nicht erklären, aber betont, dass ein exponentielles
Wachstum zu erwarten sei.
Sm2: Generell, dass es, öhm, irgendwie ein exponentieller Zusammenhang be-
steht, das finde ich sehr logisch, weil man kann sich ja vorstellen, dass
wenn diese Menge mehr Elemente hat, ich auch viel mehr Möglichkeiten
habe diese Elemente zu kombinieren, das heißt es wird auf jeden Fall
exponentiell steigen.
Auch beim Verständnis der Definition des für die meisten Teilnehmer noch unbekann-
ten Begriffs einer Partition zeigen sich Fehlvorstellungen (siehe S. 68). Als die Definition
einer Partition als neuer Begriff besprochen wird, folgt als Verständnisfrage, ob es einen
Zusammenhang zwischen K und M gibt. Hierauf sagt Sw1, dass beide Mengen identisch
seien:
Sw1: Wenn gesagt wird, dass die Vereinigung all dieser Teilmengen, also sprich
alle Teilmengen zusammen, die Menge M ergibt und öh all diese Teilmen-
gen T1 bis Tn in K enthalten sind, dann muss ja öhm, ja dann ergibt sich
ja daraus, dass T1 bis Tn die ganze Menge K ergeben und wenn die öh T1
bis Tn auch die ganze Menge M ergeben muss, dann ist K gleich M . [...]
Wenn K all diese Elemente sind und die Elemente sich untereinander
nicht berühren, sprich auch keine gemeinsamen Elemente haben, dann
hat ja K gleich viele Elemente wie M .
Sw1 spricht sogar explizit davon, dass K aus Teilmengen bestehe, aber da in den Teil-
mengen alle Elemente enthalten sein müssen, hält sie die beiden Mengen für identisch.
Dies könnte ein Indiz für das Vorliegen der gravierenden Fehlvorstellung sein, dass den
Mengenklammern im Inneren einer Mengenklammer keine Bedeutung zugeschrieben
wird. Der zweite Teil des Zitats unterstützt diese These und deutet darauf hin, dass Sw1
sich nicht nur etwas unglücklich ausgedrückt hat. Wahrscheinlich möchte sie mit den
Worten, dass die einzelnen Mengen sich untereinander nicht berühren, ausdrücken, dass
die Teilmengen disjunkt sind. Im Folgenden sagt sie, dass die beiden Mengen gleich-
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mächtig seien. Die Studentin hat zwar vorher bei der Frage nach der Mächtigkeit der
Potenzmenge in den Erläuterungen korrekt von der Anzahl der Teilmengen gesprochen,
so dass davon auszugehen ist, dass sie den Begriff Mächtigkeit richtig verstanden hat
und einer Teilmenge auch die Mächtigkeit 1 zuordnen würde. Allerdings zeigt sich an
dieser Stelle, dass sie mit Mengen, die nicht nur einfache Objekte als Elemente enthal-
ten Schwierigkeiten zu haben scheint. Bis auf Sw1 und Sm2, die bei der Frage keine
verständliche Antwort geben, erklären alle den Unterschied korrekt.
Sm3: Wenn man die Mengenklammern einfach alle weglassen würde, dann
hätte man die gleichen Elemente.
Dieses Zitat zeigt, dass Sm3 im Gegensatz zu den anderen Teilnehmern darüber hinaus
noch explizit auf die Mengenklammern eingeht.
5.4. Formale Fertigkeiten
Bei der Aufgabe zu Partitionen kommen große Schwierigkeiten im Umgang mit forma-
len Ausdrücken zum Vorschein. Hieran erkennt man, dass neue Konzepte auch dann
noch Probleme bereiten können, wenn bereits alle Teilelemente, die in die Definition
einfließen, vorher bekannt sind. Die Verständnisprobleme zeigen die Anmerkungen zur
zweiten Version, die den Studierenden vorgelegt wird sehr deutlich (vgl. S. 68). So sehen
z. B. Sw4 und Sm6 keinen Unterschied zur ersten Version.
Sw4: Ich würd’ sagen, das ist dasselbe. [...] Wenn man wieder alle möglichen
Teilmengen zusammenaddiert, dann, öhm, kriegt man halt wieder die
Menge raus. [...] Da steht ja noch dieses alle, also dieses umgedrehte A [...]
T j und Tk ist ja variabel.
Sm6: Ist das nicht quasi fast das Gleiche? Bloß, dass das komplizierter aufge-
schrieben ist? [...] Ja, quasi wieder das Gleiche wie eben, ich finde da
zumindest keinen Unterschied.
Das Entscheidende, um auf die Gleichheit zu schließen, scheint das Wort ’variabel’
zu sein. Durch die Variabilität umfasst auch die zweite Version in den Augen einiger
Teilnehmer alle Elemente. Die Quantorenschreibweise scheint ihnen Schwierigkeiten zu
bereiten, so dass ihnen nicht bewusst wird, dass bei der zweiten Version jeweils nur zwei
Teilmengen vereinigt werden. Auffällig ist, dass Sm6 sich die Bedingung vor der Antwort
noch folgendermaßen aufschreibt.
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Abbildung 5.3.: Verschriftlichung der Bedingung (Sm6)
Diese Zeichnung könnte darauf schließen lassen, dass die Kreise eine Art Visualisierung
der Mengen sind. Sm6 hat sich also eventuell sogar explizit zwei Mengen vorgestellt und
trotzdem sieht er keinen Unterschied. Er scheint also nicht nur die Schreibweise falsch
dekodiert zu haben, sondern auch das Konzept bereitet ihm noch Schwierigkeiten.
Die anderen (bis auf Sm1) verdeutlichen sich die zweite Version in der Regel erst
anschaulich (Venn-Diagramm) und ihnen fällt dann in der Regel auf, dass es sich um
einen Spezialfall handelt, bei dem es nur zwei Teilmengen gibt. Die Erläuterungen von
Sm1 nehmen eine Sonderrolle ein, denn er erklärt mit Hilfe der genannten Bedingungen
direkt, dass es hier nur die Möglichkeit gibt, dass K genau zwei Teilmengen umfasst
(„Aufgrund der zweiten Bedingung [...] kommt immer nur eine Möglichkeit zu Stande“).
Die eigenen Schwierigkeiten in Bezug auf die Quantorenschreibweise benennen viele
explizit, als die Frage gestellt wird, ob sie die erste oder die vierte Version bevorzugen
würden. So sagt z. B. Sw4:
Sw4: Wenn man’s lange macht und so, dann ist man’s wahrscheinlich leid so
’nen Text zu schreiben wie beim Oberen, aber wenn man jetzt die Zei-
chen noch nicht so gut kennt und ich hab die auch in der Schule noch
nie gesehen, also zumindest, nö, hab ich noch nie gesehen, dann ist es
ein bisschen schwer, dann kommt man einfach nur durcheinander, was
jetzt welches Zeichen bedeutet und dann ist so ’n Text natürlich erst mal
leichter. [I: Verständlicher?] Ja.
Als Argumente für die erste Version werden genannt, dass man die Quantoren sowieso
in Alltagssprache übersetzen müsse und dementsprechend kann man hier einen Schritt
sparen. Allerdings wird häufig darauf hingewiesen, dass man sich noch schwer tue mit der
formalen Schreibweise, was bedeuten könnte, dass sie in Zukunft vielleicht nicht mehr so
entscheiden würden. Den Teilnehmern scheint also durchaus bewusst zu sein, dass sie
hier Schwierigkeiten haben und wie oben gezeigt wurde, auch noch Fehlvorstellungen
vorliegen.
Die Studierenden, die sich für die vierte Version entschieden haben (Sm3, Sm6, Sw2,
Sw6), nennen als Argumente vor allem die Übersichtlichkeit, „einfacher [...] zu durch-
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blicken“, „klar definiert, was die Zeichen bedeuten“, und „[man] weiß genau, was es
ist“.
Sw6 fasst viele Argumente zusammen:
Sw6: Ja, also das Obere ist natürlich leicht zu verstehen, öhm, weil man das ja
gewohnt ist und beim Unteren muss man sich erst mal überlegen, was
bedeuten diese ganzen Zeichen eigentlich. Und, öh, ich denke aber, das
Untere mach-, hat zwei Vorteile und zwar erstens kann man das auch ver-
stehen, wenn man kein deutsch kann, was sehr schön ist, und das zweite
ist, dass man, öhm, dass das wahrscheinlich auch genauer ist sozusagen,
weil Sprache ist meistens etwas schwammig und öhm diese Zeichen sind
alle klar definiert.
Sie entscheidet sich nach dem Abwägen schließlich für die Quantorenschreibweise und
die Kommentare der Teilnehmer lassen darauf schließen, dass fast alle davon ausgehen,
dass sie sich auf Dauer für die vierte entscheiden werden. Sie sehen die Vorteile der
formalen Schreibweise, aber im Moment bereitet sie ihnen noch Schwierigkeiten, so dass
der Nutzen noch nicht überwiegt.
Eine weitere Stelle im Interview, in der die formalen Fertigkeiten gefragt sind, ist die
zweite Aufgabe zu Partitionen, in der es um Restklassen geht. Die Studierenden, die nicht
am Begleitpraktikum teilnehmen, befassen sich in diesem Interview zum ersten Mal mit
Partitionen.
An dieser Stelle deutet sich an, dass Sm1 formal besonders stark ist und so möchte er
auch als einziger mit der Aufgabe zu den Restklassen beginnen.
Sm1: Weil hier keine Autos und Farben vorkommen. [...] Also, ich hab kein
Problem mit Textaufgaben, aber da muss ich auch wieder erst mal in
Mathematik übersetzen, das nimmt auch erstmal Zeit in Anspruch.
Sm1 betont später, dass die gewählte Aufgabe zu den Restklassen natürlich die schwie-
rigere sei, aber dennoch wäre sie besser geeignet, um die Definition zu verstehen. Dies
zeigt, dass es Studierende wie Sm1 gibt, die die angegebene Einkleidung nicht als Hilfe
ansehen. Auch andere geben nach der Bearbeitung an, dass ihnen die Aufgabe mit den
Restklassen „im Endeffekt mehr gebracht“ habe (Sw4) und diese Aufgabe eher den später
zu bearbeitenden Aufgaben entspreche, aber die Aufgabe mit den Autos finden sie nicht
nur einfacher (was sie zweifelsohne ist), sondern auch verständlicher und besser als
Erklärung für das Konzept geeignet.
Die Aufgabe zu den Restklassen bereitet den Studierenden sehr viele Schwierigkeiten.
Einige wollen zuerst eine Einteilung in die beiden Mengen, der durch drei teilbaren
Elemente und der nicht durch drei teilbaren Elemente vornehmen. Ansonsten haben
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sie aber häufig keine weiteren Ideen und auch ein Tipp seitens des Interviewers, sich
beispielsweise die Menge 1¯ konkret anzuschauen, scheint nicht hilfreich zu sein. Es ist
oft eine sehr kleinschrittige Leitung nötig, so dass erst die Mengen 1¯, 2¯ und 3¯ notiert
werden und dann bei 4¯ gesehen wird, dass diese Menge bereits aufgeschrieben wurde.
Eine weitere, nicht erwartete Schwierigkeit besteht für einige darin, im Anschluss zu
erkennen, dass die Menge M in diesem Fall den ganzen Zahlen entspricht. Lediglich Sm3
löst die Aufgabe selbstständig auf formalem Wege. Er greift hierbei nicht auf konkrete
Beispielklassen zurück, sondern hat allgemein die Mengen 3n + 1, 3n + 2 und 3n + 3
betrachtet.
Während bei den vier Versionen zum Thema Partition vor allem Fähigkeiten des De-
kodierens im Mittelpunkt stehen, ist bei der Aufgabe zu den Restklassen auch das Um-
schreiben in einen formalen Ausdruck gefragt. Hier zeigt sich, dass sich bei diesem
bisher unbekannten Thema bei beiden Aufgaben Schwierigkeiten zeigen. Passend zu
dem Eindruck merken die Studierenden auch an, dass ihnen diese Schritte noch Proble-
me bereiten.
Die bereits angesprochenen Probleme, Aussagen formal aufzuschreiben, zeigen sich
auch bei elementaren Begriffen im Bereich der Mengenlehre, die allen Teilnehmern
bekannt sind. Schwierigkeiten bereitet beispielsweise die Mengenschreibweise. Dies
wird sichtbar, als im Interview nach der Bedeutung und einer formalen Definition der
Schreibweisen A∪B , A∩B und A \ B gefragt wird. Die inhaltliche Bedeutung der Begriffe
ist allen bekannt (es wird lediglich an einigen Stellen noch das Zeichen für den Schnitt
und die Vereinigung verwechselt), aber als der Ausdruck durch einen aussagenlogischen
Ausdruck dargestellt werden soll, zeigen sich Fehlvorstellungen. So schreibt z. B. Sw4:
Abbildung 5.4.: Erklärung der Mengenoperationen (Sw4)
Nachdem sie das aufgeschrieben hat, wird explizit nachgefragt, ob noch Mengenklam-
mern bei den Ausdrücken auf der rechten Seite fehlen oder ob das so stehengelassen
werden soll. Hierauf antwortet Sw4, dass sie es so stehen lassen würde, da bei dem
ursprünglichen Ausdruck auf der linken Seite auch keine Mengenklammern stehen wür-
den. Auf die gleiche Nachfrage antwortet Sw3, dass es mit und ohne Mengenklammern
möglich wäre und das Gleiche bedeuten würde.
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Diese beiden Kommentare zeigen, dass der Zusammenhang zwischen der Mengen-
schreibweise A∪B und der aussagenlogischen Schreibweise von den Teilnehmern nicht
vollständig verstanden wird. Es zeigen sich Schwierigkeiten, korrekt zwischen den ver-
schiedenen Ebenen zu unterscheiden. Sie verstehen die genaue Bedeutung der formalen
Ausdrücke nicht und ihnen ist nicht bewusst, dass der Ausdruck links eine Menge be-
zeichnet, auch wenn dort keine Mengenklammern stehen. Aufgrund der hier gezeigten
Schwierigkeiten erscheint es sinnvoll, in den Anfängerveranstaltungen die verschiedenen
Ebenen noch bewusster herauszustellen und nicht nur die formale Schreibweise einzu-
führen, sondern auch zu begründen, warum beispielsweise die Mengenklammern nur
auf der einen Seite explizit aufgeschrieben werden müssen, „weil man sonst logische
Aussagen mit Mengen vergleicht“, wie Sm6 richtig erklärt. Die Bedeutung der Begriffe
scheint im concept image der Studierenden durchaus korrekt zu sein, aber der formale
Umgang bereitet noch große Schwierigkeiten.
Insgesamt benutzen vier der zwölf Teilnehmer bei der aussagenlogischen Schreibweise
auf der rechten Seite keine Mengenklammern und auch bei denjenigen, die Mengen-
klammern verwenden, wird häufig nur der oben von Sw4 angegebene Ausdruck mit
Mengenklammern hingeschrieben und nicht A∪B = {x|x ∈ A∨x ∈B}.
Bei der Aufgabe zum „exklusiven oder“ soll in Aufgabenteil d) die Gleichheit (A \ B)∪
(B \ A)= (A∪B)\(A∩B) gezeigt werden. Vollständig korrekt und einleuchtend können nur
zwei Teilnehmer diese Aufgabe lösen. Als positives Beispiel kann Sm3 genannt werden,
der die Zwischenschritte detailliert aufschreibt und auf Tautologien und Widersprüche
hinweist.
Abbildung 5.5.: Formal korrekter Beweis der Gleichheit (Sm3)
Erst diese Zwischenschritte können als sicheres Zeichen angesehen werden, dass die
Argumentationskette wirklich verstanden wurde. Einige andere schreiben nämlich durch-
aus eine korrekte Umformung auf, wobei sie Tautologien und andere Ausdrücke, die
wegfallen, im nächsten Schritt direkt nicht mehr nennen. In diesen Fällen zeigt sich erst
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beim Nachfragen, dass die Zeile durch das gewünschte Ergebnis motiviert wurde und die
Gültigkeit der Umformung nicht erklärt werden kann. So sagt beispielsweise Sw5, dass
man die Klammern einfach weglassen könne und dann hätte sie die einzelnen Elemente
einfach ’neu geordnet’. Als Begründung gibt sie das Assoziativ- und das Kommutativ-
gesetz an, welche ihr erlauben, „die Klammern weg[zu]lassen und dann einfach [zu]
vertauschen“. Sw4 lässt die Klammern auch weg, allerdings fragt sie sich noch, ob da-
durch dann ein Zeichen zu ändern wäre. Die Entscheidung fällt dann wiederum aufgrund
des gewünschten Ergebnisses und sie gibt an, dass sie normalerweise immer erst den
Anfang und das Ziel aufschreibt und dann versucht, einen Ausdruck in der Art und Weise
umzuformen, dass sie zum gewünschten Zielausdruck gelangt.
Die zu verwendenden Regeln scheinen nicht allen bekannt zu sein und auch wenn
diese richtig genannt werden, bedeutet dies nicht zwingend, dass verstanden wurde,
wann die Anwendung der Regeln zielführend ist und warum die jeweilige Umformung
korrekt ist. Einigen wird während der Bearbeitung bewusst, dass sie sich nicht mehr
genau an die Regel erinnern können (z. B. de Morgan) und in einer solchen Situation
wissen sie nicht, wie sie weiter arbeiten können. Dies wäre für sie in der Regel der
Moment, in dem das Skript aufgeschlagen würde. Lediglich eine Studentin (Sw6) nennt
an dieser Stelle die Wahrheitstafeln und damit ein Werkzeug, mit dem sie die Richtigkeit
einer Umformung überprüfen könnte.
Sm1, der auch bereits in anderen Aufgaben seine besondere Stärke im Bereich der
formalen Fertigkeiten gezeigt hat, versucht direkt beim Einstieg in diese Aufgabe, als
lediglich der Ausdruck (A \ B)∪ (B \ A) dort steht, diesen mit Hilfe von aussagenlogischen
Umformungen in einen leichter verständlichen Ausdruck umzuformen. Hierdurch ge-
langt er zu dem in Aufgabenteil d) angegebenen Zusammenhang. Sm1 überlegt sich
erst danach, als Überprüfung, dass diese beiden Ausdrücke auch anschaulich (Venn-
Diagramm) das Gleiche bedeuten.
Die Regeln für Umformungen scheinen häufig lediglich auswendig gelernt zu sein und
können folglich nicht begründet werden. Deshalb wäre es wichtig, dass den Studienanfän-
gern die Bedeutung stärker vermittelt würde, sodass auch ein tieferes Verständnis für die
Richtigkeit der Umformungen erlangt würde. Außerdem sollten die Umformungen sehr
kleinschrittig durchgeführt werden (z. B. Tautologien in einem ersten Schritt hinschrei-
ben), denn die logischen Schritte scheinen den Studierenden schwer zu fallen und ihnen
fehlen häufig treffende Begründungen für die Umformungen. Diese Probleme zeigen sich
gerade durch Fehler bei recht einfachen Aufgaben, z. B. als die Ausdrücke A∪; und A∩A
vereinfacht werden sollen. Für Sm5 entspricht der Schnitt der Menge A mit sich selber der
leeren Menge und für Sw3 gilt A∪;=;. Daraufhin wird Sw3 darauf hingewiesen, dass
wir zuvor bereits A∩;=; benutzt haben. Sie bleibt jedoch bei ihrer Aussage, so dass
man ausschließen kann, dass der Fehlschluss ein Flüchtigkeitsfehler war. Die Tatsache,
dass einigen auch diese elementaren Mengenverknüpfungen Schwierigkeiten bereiten,
zeigt, dass die Mengenlehre für Studienanfänger nicht einfach ist und dieses Thema in
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Anfängerveranstaltungen durchaus umfassend und tiefgehend behandelt werden sollte.
5.5. Generische und exemplarische
Veranschaulichungen
Wie im vorherigen Abschnitt bereits angesprochen, erschließt lediglich Sm1 die Bedeu-
tung des „exklusiven oder“ auf formalem Weg. Ansonsten wird von fünf Teilnehmern ein
Venn-Diagramm gezeichnet, um sich die Bedingungen daran zu verdeutlichen. Diese
Visualisierung reichte den Studierenden aus, um daraufhin eine mögliche Bezeichnung
für die Beziehung anzugeben (beispielsweise „Vereinigung ohne Schnitt“ oder „Komple-
ment vom Schnitt“). In ihren Augen ist keine weitere Argumentation z. B. durch formale
Umformungen nötig.
Verglichen mit den anderen Veranschaulichungen nehmen die von Sw5 eine Sonder-
stellung ein. Sie greift zwar auch auf Venn-Diagramme zurück, wählt aber nicht nur die
Standardvariante (zwei Kreise, die sich zum Teil überlappen), sondern zeichnet auch
noch alle weiteren möglichen Konstellationen (Mengen sind disjunkt, eine Menge ist in
der anderen enthalten).
Abbildung 5.6.: Erschließung der Bedeutung mit Hilfe von Venn-Diagrammen (Sw5)
Während die anderen mit der Standardvariante auf eine möglichst allgemeine Ver-
anschaulichung zurückgreifen, überprüft Sw5 einzeln alle Möglichkeiten. Sie scheint
sich von den zusätzlichen Venn-Diagrammen zusätzliche Einsichten zu erhoffen. Da sie
anschließend zusammenfassend sagt, dass dies dem Ausdruck (A∪B)\(A∩B) entspricht,
scheint ihr bewusst zu sein, dass ihr mittleres Venn-Diagramm alle Fälle umfasst. In-
sofern stellt sich die Frage, ob sie die zusätzlichen Fälle zeichnet, weil sie eine weitere
Absicherung sucht oder ob sie nur schauen möchte, was das für die Spezialfälle bedeuten
würde.
Von drei Teilnehmern, die versuchen, die Aufgabe ohne Veranschaulichung zu lösen, ist
die erste Aussage, nachdem sie sich eingedacht haben, dass dieser Ausdruck das Gleiche
sei wie A∪B . Als Erklärung nennt beispielsweise Sm4:
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Sm4: Das ist ... dann A vereinigt B.
I: Warum?
Sm4. Ja, wir haben [...] die Elemente von B aus A weggenommen.
I: Mhm.
Sm4: Und hier nehmen wir die Elemente von A aus B weg. Und dann haben wir
jeweils weggenommen, was hier wieder dazukommt.
Die Wörter „wegnehmen“ und „dazukommen“ könnten ein Indiz dafür sein, dass
sich auch Sm4 während der Argumentation mental mit einer anschaulichen Darstellung
beschäftigt. Als er im Anschluss darum gebeten wird, seine (falsche) Vermutung zu zeigen,
schreibt er die ursprüngliche Aussage erst in eine aussagenlogische Schreibweise um,
aber weiß dann nicht, welche Regeln er anwenden könnte und kommt dementsprechend
nicht weiter. Als er an dieser Stelle hakt, sagt er, dass er in einem solchen Fall „natürlich
ein Beispiel nehmen und gucken“ würde, ob seine Vermutung stimmt. Auch er greift bei
Schwierigkeiten nicht z. B. auf Wahrheitstafeln zurück, um sich eine Regel herzuleiten,
sondern zieht eine Veranschaulichung als Hilfe hinzu.
Während der Prototyp bei den generischen Veranschaulichung das Venn-Diagramm
mit den überlappenden Kreisen zu sein scheint, gibt es auf der anderen Seite bei den ex-
emplarischen Beispielen auch ein prototypisches, die Menge {1,2} (oder manchmal auch
{1,2,3}). Dieses Beispiel wird bei der Einstiegsfrage, was unter einer Menge zu verstehen
von acht der zwölf Teilnehmer genannt und ist vielleicht auch einer der Gründe, warum
die Elemente einer Menge für einige aus Zahlen zu bestehen haben. Eine anschauliche
Vorstellung einer Menge hat vor allem Sm4, der sich eine Menge als „Box“ vorstellt, in
der verschiedene Elemente enthalten sind.
Insgesamt scheint der Begriff einer Menge mit wenig außermathematischen Visuali-
sierungen verknüpft zu sein und es gibt das Venn-Diagramm und die Menge der ersten
zwei bzw. drei natürlichen Zahlen als prototypische Veranschaulichungen.
Diese Beispiele und Venn-Diagramme scheinen vor allem von den Teilnehmern häufig
benutzt zu werden, die mit dem formalen Umgang Schwierigkeiten haben (Sw1, Sw5).
So erklärt Sw5 (lässt bei der formalen Umformung zum „exklusiven oder“ einfach die
Klammern weg) die Begriffe Durchschnitt, Vereinigung und Komplement mit den Bei-
spielmengen {1,2} und {2,3}. Hingegen sagen Studierende, die gut formal argumentieren
können, dass es ihnen zu umständlich wäre, sich die Bedeutung jedes Mal bildlich vor-
zustellen (Sm3). Vielleicht sind die Veranschaulichungen beim Thema Mengen eher ein
Ausweichen auf die visuelle Ebene, falls die Argumentation Schwierigkeiten bereitet, da
noch kein umfassendes Begriffsverständnis vorliegt.
Zu dieser These würde auch passen, dass Sm1 als einziger die Aufgabe mit den Rest-
klassen wählt und nicht mit der anschaulicheren Auto-Aufgabe beginnt. Sw1, die oft
Venn-Diagramme zeichnet und von sich selbst sagt, dass sie ein „Beispiel-Mensch“ sei,
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der „Sachen lieber auf[zeichnet]“, wählt passend dazu die Auto-Aufgabe und hat mit der
anderen Aufgabe zu den Restklassen große Probleme.
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6.1. Aufbau des Interviews
Zum Zeitpunkt der Durchführung des zweiten Interviews zum Thema „Vollständige
Induktion“ mit den zwölf Teilnehmern der Studie FDSA war das Thema sowohl in der
Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“, als auch in „Analysis I“ bereits besprochen.
In beiden Veranstaltungen wurde das Beweisverfahren kurz eingeführt und seitdem wird
die Methode von den Studierenden häufig zum Beweisen konkreter Aussagen verwendet.
Beim vorliegenden Interview steht nicht das Anwenden der Vollständigen Induktion
im Mittelpunkt, sondern das Ziel liegt eher darin, Näheres über das Verständnis der
Studienteilnehmer zu erfahren.
Entsprechend des in Abschnitt 4.3 genannten Aufbaus, gibt es bei diesem Interview
folgende Einteilung:
• Basiswissen
• Kommentieren von Studierendenäußerungen zum Thema „Vollständige Induktion“
• Aussagekraft des Induktionsschritts
• Beweis mittels Vorwärts-Rückwärts-Induktion
• Wohlordnung und Beweise mit Hilfe des Wohlordnungsprinzips
• Peano-Axiome
Hierbei sind die letzten beiden Aspekte den Teilnehmern der Studie noch nicht be-
kannt. Das Wohlordnungsprinzip wurde noch nicht explizit genannt oder für Beweise
genutzt und bei der Einführung der natürlichen Zahlen wurde nicht auf die Peano-
Axiome zurückgegriffen.
Zu Beginn des Interviews sollen die Studierenden das Induktionsprinzip mit eigenen
Worten erklären. Falls hier die drei Begriffe Induktionsanfang, Induktionsvoraussetzung
und Induktionsschritt nicht von den Teilnehmern genannt werden, wird explizit nach
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deren Bedeutung gefragt. Hierbei wird auch thematisiert, warum beim Induktionsschritt
der Übergang n 7→ n+1 und beim Induktionsanfang in der Regel n0 = 1 gewählt wird.
Anschließend folgt die Frage nach einer anschaulichen Vorstellung zum Induktionsprin-
zip. In der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ wurde keine Veranschaulichung
besprochen und deshalb ist interessant zu erfahren, ob die Studierenden trotzdem mit
solchen arbeiten. Falls sie keine Veranschaulichung nennen, wird ein Zahlenstrahl vor-
gelegt, verbunden mit der Frage, ob daran eine Visualisierung möglich sei. Dies kann
zu Einschätzungen führen, ob bei der Vollständigen Induktion Veranschaulichungen
überhaupt nützlich sind.
Als nächstes werden den Teilnehmern Äußerungen anderer Studienanfänger zum The-
ma Vollständige Induktion gezeigt. Diese werden mit Hilfe eines Computers präsentiert
und parallel werden auch die Augendaten aufgezeichnet. Die Äußerungen stammen
von Erstsemester-Studierenden eines anderen Semesters und sind Auszüge aus einer
schriftlichen Hausaufgabe, die folgendermaßen lautete:
Schreiben Sie einen Aufsatz über das Induktionsprinzip und das daraus abge-
leitete Beweisverfahren, indem Sie die wichtigen Konzepte erklären und das
Verfahren anhand des Beispiels 6 teilt n3+5n für alle n ∈N verdeutlichen.
Aus den schriftlichen Ausführungen der Studierenden wurden einige Zitate ausgewählt,
die sich vorwiegend auf die Induktionsvoraussetzung beziehen. Zitate deuten darauf hin,
dass einige Verfasser die Induktionsvoraussetzung so verstehen, dass die Aussage für
eine bzw. alle natürlichen Zahlen, die größer als die im Induktionsanfang gewählte Zahl
sind, definitiv gilt. Da die hier genannten Zitate Fehlvorstellungen von Studienanfängern
enthalten, ist interessant, ob Teilnehmer der Studie FDSA auch diese Fehlvorstellungen
haben und die Zitate dementsprechend als korrekt einstufen.
Im nächsten Teil des Interviews sollen die Teilnehmer den Induktionsschritt für die
falsche Aussage
n∑
k=1
k ·k != (n+1)!−2
durchführen. Dies zeigt, ob die Summe sinnvoll aufgesplittet und dann die Induktionsvor-
aussetzung eingesetzt werden kann. Die Studierenden werden explizit gebeten, lediglich
den Induktionsschritt durchzuführen, ohne vorher den Induktionsanfang zu betrachten.
Da diese Aussage in der gegebenen Form für keine natürliche Zahl gilt, ist es auch gar
nicht möglich, einen Induktionsanfang zu finden. Trotzdem ist der Induktionsschritt
nach dem Standardprinzip ausführbar. Nach der Durchführung des Induktionsschritts
werden die Studierenden gefragt, was aus der gezeigten Rechnung folge. Es soll analysiert
werden, inwiefern den Studierenden bewusst ist, dass mit dem Induktionsschritt allein
eine Aussage nicht bewiesen werden kann.
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Darüber hinaus ist interessant, ob die Studierenden, nachdem sich herausstellt, dass
der Induktionsanfang für n0 = 1 nicht möglich ist, weiterhin davon ausgehen, dass es
eine größere natürliche Zahl geben muss, die als Anfang dienen kann oder ob auch die
Möglichkeit in Betracht gezogen wird, dass die Aussage für keine natürliche Zahl gilt.
Im nächsten Abschnitt wird den Studierenden ein Teil eines Beweises zur Unglei-
chung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel mittels Vorwärts-
Rückwärts-Induktion vorgelegt. Dieser Ansatz findet sich bereits in dem Werk „Analyse
Algébrique“ von Cauchy (vgl. [CAUCHY 1821]) und der hier präsentierte Teil des Beweises
orientiert sich an den Ausführungen von Sominski (vgl. [SOMINSKI 1967], S. 38/39). Den
Teilnehmern wird nicht der vollständige Beweis vorgelegt, sondern lediglich der Induk-
tionsanfang, die Induktionsvoraussetzung und der erste Induktionsschritt von n 7→ 2n.
Die Studierenden sollen sich den Beweis anschauen und dann kommentieren. Es wird
thematisiert, dass hier ein anderer Schritt gewählt wird, was diese Änderung beim In-
duktionsschritt bewirkt, für welche natürlichen Zahlen die Richtigkeit der Aussage durch
diesen Schritt gezeigt wird und was dem Beweis noch angefügt werden könnte, damit
die Aussage für alle natürlichen Zahlen bewiesen würde.
Anschließend soll das Induktionsprinzip mit Hilfe der Verwendung des Wohlordnungs-
prinzips durch einem indirekten Beweis bewiesen werden. Da den Studierenden das
Wohlordnungsprinzip noch nicht bekannt ist und der Beweis für Studienanfänger schwie-
rig scheint, wird ein anderer Beweis zur Primfaktorzerlegung vorgeschoben, der den
gleichen Aufbau besitzt. Der Beweis zum Induktionsprinzip stammt aus [DAEPP&GORKIN
2003, S. 208/209] und in Anlehnung daran wurde der vorangestellte Beweis zur Prim-
faktorzerlegung analog aufgebaut. Diese Ähnlichkeit der Struktur der beiden Beweise
ist beabsichtigt, damit Studierende, die sich derartige Beweise nicht selbstständig er-
arbeiten können, die Möglichkeit haben, beim Beweis zum Induktionsprinzip auf den
vorherigen zurückzugreifen. Der Umgang mit den beiden Beweisen soll zeigen, ob es
Schwierigkeiten gibt und wenn ja, was die entscheidenden Stellen beim Nachvollziehen
bzw. Durchführen eines solchen Beweises sind.
Abschließend werden wiederum auf einem Computerbildschirm die Peano-Axiome
präsentiert, ohne die Bezeichnung anzugeben oder darauf hinzuweisen, dass es sich
um Axiome handelt. Die natürlichen Zahlen wurden in den Veranstaltungen nicht mit
Hilfe der Peano-Axiome eingeführt, so dass diese den Teilnehmern noch unbekannt
sind. Die Aufgabe besteht darin, die Bedeutung der einzelnen Axiome zu verstehen, sie
miteinander in Verbindung zu setzen und insgesamt den Inhalt der Peano-Axiome zu
verstehen. Anschließend wird noch die Frage nach einem möglichen Zusammenhang
zwischen der Vollständigen Induktion und den Peano-Axiomen thematisiert.
Durchschnittlich dauern die Interviews zum Thema Vollständige Induktion circa 65
Minuten, wobei das kürzeste Interview 54 Minuten und das längste 71 Minuten umfasst.
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6.2. Planung des Interviews
Ich möchte heute gerne über das Thema „Vollständige Induktion“ sprechen.
• Was versteht man unter dem Induktionsprinzip? (Hierbei soll der Studierende auf
die Teilschritte Induktionsanfang, Induktionsvoraussetzung und Induktionsschritt
zu sprechen kommen.)
• Warum ist der Induktionsanfang häufig bei n0 = 1?
• Warum steht im Induktionsschritt n 7→ n+1?
• Hast du eine anschauliche Vorstellung vom Induktionsprinzip? (Wenn keine Ver-
anschaulichung genannt wird, den Zahlenstrahl reinreichen und das Prinzip der
Vollständigen Induktion auf einem Zahlenstrahl verdeutlichen lassen.)
• In diesem Zusammenhang wird häufig vom Prinzip der Vererbung gesprochen.
Hast du eine Idee, warum dieser Begriff in dem Zusammenhang häufig fällt?
Studierendenäußerungen
Nun siehst du Aussagen von Studierenden zum Beweisprinzip der Vollständigen Indukti-
on, die du bitte kommentieren sollst.
• „Induktionsannahme: A(n) wahr für alle n ∈N“
• „Induktionsannahme: Es wird unterstellt, die Aussage gelte für eine natürliche Zahl
mit n ≥ n0.“
• „Das Induktionsprinzip ist eine neue Beweismöglichkeit für natürliche Zahlen.
Zunächst wird eine wahre Aussage vorausgesetzt.“
• „Induktionsannahme: A(n)→ A(n+1), n 7→ n+1. [...] Hiermit legen wir den An-
fang für den Induktionsschluss fest, um von da aus über eine Umformung zur
ursprünglichen Aussageform [...] zu gelangen.“
• „Jetzt schreibt man die Induktionsannahme, die besagt, dass die Aussage für alle
n ≥ n0 wahr ist. In unserem Beispiel n0 = 1, also n ≥ 1.“
Induktion ohne Induktionsanfang
• Wie sieht der Induktionsschluss zu folgender Aussage aus?
n∑
k=1
k ·k != (n+1)!−2 für n ∈N
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• Was folgt jetzt aus deiner Rechnung?
• Was steht dort für n = 1?
Vorwärts- Rückwärtsinduktion
Hier folgt nun ein Beweis, den du dir bitte anschauen und kommentieren sollst. Es geht
nicht darum, dass du jede einzelne Umformung bis ins Detail verstehst, sondern darum,
dass du den Aufbau des Beweises nachvollziehst.
Aussage: Das geometrische Mittel einer gewissen Anzahl positiver reeller Zahlen ist nicht
größer als ihr arithmetisches Mittel, d.h. bei positiven Zahlen a1, . . . , an gilt
n
p
a1 ·a2 · · ·an ≤ a1+a2+·· ·+an
n
(IA)
n = 1 1pa1 = a1 = a1
1
n = 2 z.zg. pa1 ·a2 ≤ a1+a2
2
⇔ 4a1a2 ≤ a21+2a1a2+a22
⇔ a21−2a1a2+a22 ≥ 0
⇔ (a1−a2)2 ≥ 0
(IV)
Es gelte n
p
a1 ·a2 · · ·an ≤ a1+a2+···+ann für ein n ∈N.
(IS)
n 7→ 2n
2n
p
a1 ·a2 · · ·a2n =
√
n
p
a1 ·a2 · · ·a2n
=
√
n
p
a1 ·a2 · · ·an · npan+1 · · ·a2n
(IA)≤
n
p
a1 · · ·an + npan+1 · · ·a2n
2
(IV)≤
a1+···+an
n + an+1+···+a2nn
2
= a1+·· ·+a2n
2n
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• Was wurde gezeigt?
• Ist das ein vollständiger Beweis mittels Vollständiger Induktion?
• Was kann hinzugefügt werden, so dass die Aussage für alle natürlichen Zahlen
bewiesen wird?
Zugang über das Wohlordnungsprinzip
Definition: Wohlordnung
Jede nicht leere Teilmenge von N hat ein kleinstes Element.
Aufgabe
Zeige damit: Jede natürliche Zahl, die größer als 1 ist, ist eine Primzahl oder kann als
Produkt von Primzahlen dargestellt werden.
Beweis: (Einzelne Teile werden je nach Bedarf nacheinander vorgelegt)
Angenommen, die Aussage würde nicht gelten. Dann gäbe es eine nicht leere Teilmenge
M von N, die diese Bedingung nicht erfüllt.
Nach dem Wohlordnungsprinzip gäbe es dann ein kleinstes Element m dieser Menge.
Für alle n ∈N, für die n <m gegeben ist, gilt dementsprechend, dass sie eine Primzahl
sind oder eine Primfaktorzerlegung besitzen.
Da m nach Voraussetzung keine Primzahl ist, besitzt sie eine Zerlegung, die aus Zahlen
besteht, die kleiner als m sind.
Da diese allerdings alle eine Primfaktorzerlegung besitzen, ist auch m als Produkt von
Primzahlen darstellbar und somit muss die Menge M leer sein und alle natürlichen
Zahlen, die größer als 1 sind, sind Primzahlen oder können als Produkt von Primzahlen
dargestellt werden.
Aufgabe
Begründe die Richtigkeit des Induktionsprinzips mit Hilfe des Wohlordnungsprinzips.
Induktionsprinzip:
(i) A(1) ist wahr.
(ii) Für alle natürlichen Zahlen n gilt: Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n+1) wahr.
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Beweis:
Angenommen, das Induktionsprinzip wäre falsch, dann gäbe es eine Aussage, die die
Bedingungen (i) und (ii) erfüllt, aber A(n) wäre falsch für mindestens ein n ∈ N. Sei
M = {k ∈N : A(k) ist falsch}, die Menge aller k ∈N, für die die Aussage nicht gilt.
Nach der Annahme ist die Menge M nicht leer. Nach dem Wohlordnungsprinzip hat die
Menge ein Minimum. Das Minimum wird mit m bezeichnet. Nach Teil (i) ist m 6= 1. Da
m ∈N gilt, folgt m ≥ 2. Betrachte nun n =m−1(≥ 1). Da n <m und m das Minimum der
Menge M ist, folgt, dass n ∉M . Dementsprechend ist A(n) eine wahre Aussage. Durch
die Bedingung (ii) ist auch A(n+1) wahr.
Nun ist aber A(n+1)= A(m) und somit muss auch A(m) eine wahre Aussage sein. Wi-
derspruch zur Annahme, dass das Induktionsprinzip falsch sei.
• Warum nimmt man bei der Induktion die Grundmenge N? Geht auch Z≥n0 ? Q?
Q+?
Zugang über die Peano-Axiome
• Ich zeige dir nun etwas am Computer. Lies es dir in Ruhe durch und sage dann
bitte, was du damit verbindest.
Peano-Axiome
Auf dem Bildschirm sind lediglich folgende fünf Punkte zu sehen:
1. M ist eine Menge und a ∈M .
2. Jedem b ∈M ist genau ein b′ ∈M zugeordnet, das Nachfolger von b genannt wird.
3. a ist kein Nachfolger.
4. Sind b,c ∈M mit b 6= c, so sind auch ihre Nachfolger verschieden, d.h. b′ 6= c ′.
5. Enthält eine Menge P ⊂ M das Element a und folgt aus b ∈ P stets b′ ∈ P , so gilt
P =M .
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• Worin liegt die Bedeutung der Peano-Axiome?
• Sieht du einen Zusammenhang zur Vollständigen Induktion?
• Kennst du diese Axiome? Was versteht man unter einem Axiom?
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6.3. Mentales Modell und vorhandene Fehlvorstellungen
Die ersten Fragen des Interviews haben das Ziel, mehr über das Verständnis des Indukti-
onsprinzips zum Interviewzeitpunkt zu erfahren. Hier zeigen sich teilweise Fehlvorstel-
lungen, die darauf schließen lassen, dass das Induktionsprinzip nicht vollständig erfasst
wurde. Die Probleme, auf die nun detaillierter eingegangen wird, würden allerdings bei
einem schematisch durchzuführenden Induktionsbeweis, beispielsweise in Klausuren,
wahrscheinlich nicht sichtbar werden.
Als explizit nach den drei Schritten der Vollständigen Induktion (Induktionsanfang,
Induktionsvoraussetzung, Induktionsschritt) gefragt wird, geben alle an, den Indukti-
onsanfang in der Regel bei 0 oder 1 durchzuführen. Die Erklärungen, warum sie beim
Induktionsanfang diese Zahlen wählen, zeigen aber teilweise, dass das Prinzip nicht
verstanden wurde. So sagt beispielsweise Sw1 auf die explizite Nachfrage:
I: Warum versuchst du meistens 0 oder 1 als erstes?
Sw1: Ja, weil das am einfachsten ist. Also wenn jetzt da steht k = 0 bis n, dann
setz’ ich halt für n Null ein, oder, ne, ich setz’ eigentlich meistens Eins
ein, weil ich find’ Null immer so nicht griffig für mich jetzt, also ich setz’
meistens n gleich Eins ein, weil ich dann relativ schnell seh’, also weil es
dann einfach ist das auszurechnen ... und klarer ist, als wenn man da jetzt
einfach irgendwie 5 einsetzt oder sowas.
Das entscheidende Argument, warum ihrer Meinung nach in der Regel im Induktions-
anfang eine 0 oder eine 1 gewählt wird, ist die sich daraus ergebene Einfachheit beim
Rechnen. Für sie scheint es inhaltlich keinen Unterschied zu machen, ob sie bei der
1 oder bei der 0 beginnt. Als weitere Begründung merkt Sw1 noch an, dass es „klarer
ist“, wenn als Induktionsanfang die 1 gewählt wird als zum Beispiel „irgendwie 5“. Die
unterstellte Irrelevanz der jeweiligen Wahl für die Aussagekraft des Beweises unterstreicht
sie im Folgenden auch noch dadurch, dass sie anmerkt, „auch 3 oder 4 schreiben“ zu
können. Die Einfachheit der Rechnung wird auch von Sw3 als Begründung für ihre Ent-
scheidung für das erste Element genannt, denn einerseits handelt es sich meistens noch
um kleine Zahlen und andererseits, „wenn’s zum Beispiel Summen sind, ist ja dann
ziemlich viel direkt“.
Ein Indiz für diese Fehlvorstellung zeigt sich später auch noch bei der Visualisierung.
Während viele Studierende auf dem Zahlenstrahl einen Induktionsanfang einzeichnen
und davon ausgehend visualisieren, dass durch Anwendung des Induktionsschritts immer
die nächst größere natürliche Zahl erreicht werden kann, zeichnet Sw1 den Induktions-
schritt relativ mittig auf dem Zahlenstrahl ein. Als dann explizit nach der Verdeutlichung
des Induktionsanfangs auf dem Zahlenstrahl gefragt wird, sagt sie lediglich „Zeige ich
einfach, dass es für eine Zahl gilt.“
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Abbildung 6.1.: Visualisierung am Zahlenstrahl (Sw1)
Zum Abschluss dieses einleitenden Teils wird aufgrund der erkannten Schwierigkeiten
noch einmal konkret gefragt, was bewiesen wäre, wenn man den Induktionsanfang für
n = 12 und den Induktionsschritt gezeigt hätte. Darauf antwortet Sw1 passend zu ihren
vorherigen Aussagen.
Sw1: Dann haben wir insgesamt gezeigt, dass es für jedes n gilt, weil man sich
halt immer so weiterhangeln kann.
Andererseits bleibt anzumerken, dass die Wahl des Induktionsanfangs teilweise auch
sehr gut begründet wird, indem die Studierenden erklären, dass der Schritt eine aufstei-
gende Richtung hat und dementsprechend für kleinere Werte als der im Induktionsanfang
gewählte nichts gezeigt wird oder zumindest ein größerer Aufwand bestünde, indem z. B.
alle natürlichen Zahlen die kleiner als der gewählte Startwert sind, einzeln überprüft
werden müssten.
Sw5: Ja, wir folgern ja quasi vom kleinsten Element auf das nächst größere,
wenn wir den Induktionsanfang irgendwo in der Mitte machen, können
wir dann nicht rück- öh es ist ja nur in eine Richtung, das heißt wir können
von n0 auf n0+1 oder beziehungsweise von n auf n+1 folgern, aber wir
können nicht von n+1 auf öh, n folgern, das heißt wir müssen mit dem
kleinsten anfangen, weil wir kommen vom größer-, vom größeren - also
von n0 können wir nicht zurück folgern auf n0.
Sm1: Weil die natürlichen Zahlen mit 1 anfangen. Wenn ich irgendwo mitten-
drin anfangen würde, dann müsste ich es, z. B. wenn ich bei 5 anfangen
würde, dann wüsste ich mit dem Induktionsschritt nur für Werte größer
5, dass meine Induktionsvoraussetzung gilt und müsste es nochmal extra
für die ersten vier Werte beweisen.
Die von den Teilnehmern an der Studie FDSA am häufigsten gezeigte Fehlvorstellung
betrifft die Induktionsvoraussetzung. Hier wird häufig die natürliche Zahl aus dem In-
duktionsanfang mit der Induktionsvoraussetzung in Verbindung gesetzt. Dieses Problem
kommt besonders bei der ersten, zweiten und fünften der insgesamt fünf im Interview
vorgelegten Studierendenäußerungen zum Vorschein (siehe 6.2).
Zunächst werden die vorgelegten Äußerungen samt zugehöriger interessanter Anmer-
kungen angegeben, bevor anschließend die Analyse folgt.
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Erste Studierendenäußerung: „Induktionsannahme: A(n) wahr für alle n ∈N.“
Kommentare zur ersten Äußerung:
Sw1: Also ich sag immer, öhm, A(n) wahr für ein n Element N, da ich ja im
Induktionsanfang nur für ein n das gezeigt habe.
Sm3: Ähm. ... Ja, es wird angenommen.
I: Also ist es nicht sicher?
Sm3: Wie nicht sicher?
I: Ist es, also wird es angenommen, dass es für ein n gilt und muss, kann es
dementsprechend auch sein, dass es für gar keins gilt, oder?
Sm3: Es kann sein, dass es für kein, keins gilt. Wenn man zum Beispiel diesen
Induktionsanfang nicht gemacht hat, kann man trotzdem mit Induktions-
voraussetzungen, Induktionssatz irgendwas zeigen, aber das ist halt nicht,
ähm, ja aus der Luft gegriffen, weil man diesem ähm weil man nicht ge-
zeigt hat, dass es für ein n [I: Mhm.] überhaupt gilt. [I: Mhm.] Also sicher
gilt.
Zweite Studierendenäußerung: „Induktionsannahme: Es wird unterstellt, die
Aussage gelte für eine natürliche Zahl mit n ≥ n0.“
Kommentare zur zweiten Studierendenäußerung:
Sw2: Ähm, das würde ich jetzt auch nicht ganz so gut finden, da ähm durch die
Induktions-, durch den Induktionsanfang ja schon gezeigt ist, es gilt für
eine Zahl.
I. Mhm.
Sw2: Also müsste’s eigentlich eher da stehen: Die Aussage gilt für eine natürliche
Zahl mit n größer gleich n0.
I. Mhm. Also dich stört dieses „es wird unterstellt“?
Sw2: Ja.
I: Mhm. Sondern eher mehr ’ne Aussage wie: Schon bewiesen ist?
Sw2: Ja.
Fünfte Studierendenäußerung: „Jetzt schreibt man die Induktionsannahme, die
besagt, dass die Aussage für alle n ≥ n0 wahr ist. In unserem Beispiel n0 = 1, also
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n ≥ 1.“
Kommentare zur fünften Äußerung:
Sw6: [...] Mh, ja, das größer gleich n0, das heißt, man, es ist das n0 und dann
öhm wiederholt man den Schritt halt so oft, bis man alle n abgedeckt hat.
I: In der Induktionsannahme, sagen wir da, dass es für eins gilt oder nehmen
wir an, dass es für eins gilt?
Sw6: Wir haben ja schon bewiesen, dass es für Eins gilt ... und dementsprechend
ich glaube, wir sagen, dass es für eins gilt.
Sm3: Das ist ja wieder die Induktionsannahme, die eigentlich das, was man
zeigen will, schon voraussetzt und dann kommt, dreht man sich im Kreis.
Sw5: Wir haben es in dem Fall ja gar nicht bewiesen, weil es ist ja quasi der
Induktionsanfang, wo wir das beweisen, dass es wahr ist.
I: Mhm.
Sw5: Aber in der Induktionsvoraussetzung nehmen wir nun an, dass es wahr
sei.
Als die Teilnehmer das erste Zitat kommentieren sollen, geben alle bis auf zwei (Sm2,
Sm5) an, dass diese Aussage nicht korrekt sei, wobei aufgrund der schnellen Reaktion
nicht auszuschließen ist, dass die Fehlentscheidungen von Sm2 und Sm5 auf Flüchtig-
keitsfehlern beruhen. Für viele Studierende wäre diese Aussage allerdings korrekt, wenn
dort „ein n“ beziehungsweise „ein beliebiges n“ stehen würde. Bei dem zweiten Zitat wird
ebenfalls mehrmals angemerkt, dass das Wort „beliebig“ fehle und das Wort „unterstellt“
wird als unglücklich gewählt eingestuft. Insgesamt ist bei den Kommentaren zu diesen
beiden Studierendenäußerungen nicht immer eindeutig, ob die Interviewpartner beim
Induktionsprinzip fordern, dass bei der Induktionsvoraussetzung die Aussage definitiv
für eine natürliche Zahl gelten muss oder ob die Induktionsvoraussetzung korrekter-
weise lediglich als Hypothese angesehen wird. Es gibt einige Studierende, die deutlich
herausstellen, dass es sich um eine Annahme handelt, wie beispielsweise der jeweils
letzte Kommentar zu den Äußerungen eins und fünf zeigt. Es wird jedoch auch häufig
explizit angemerkt, dass der Induktionsanfang „die wahre Aussage [wäre], von der hier ge-
sprochen wird“ (Sm1). Die nachgewiesene Aussage aus der Induktionsannahme scheint
bei der Formulierung der Induktionsvoraussetzung oft im Hinterkopf zu sein, da auch
Sw2 bei der zweiten Äußerung die Wörter „es wird unterstellt“ stören, weil ja bereits im
Induktionsanfang gezeigt wurde, dass die Aussage „für eine Zahl“ gilt.
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Insgesamt scheinen der Induktionsanfang und die Induktionsvoraussetzung für viele
Teilnehmer der Studie FDSA eng zusammen zu gehören. Für sie scheint die Induktions-
voraussetzung eine Art Bindeglied zwischen dem Induktionsanfang und dem Indukti-
onsschritt zu sein. Hingegen bilden beim Induktionsprinzip eigentlich auf der einen
Seite die Voraussetzung und der Schritt eine Einheit und auf der anderen Seite wird
im Induktionsanfang ein Startwert bestimmt. Da in der Studie FDSA häufig der Wert
aus dem Induktionsanfang mit dem n der Voraussetzung in Verbindung gebracht wird,
wäre es möglicherweise für Studienanfänger hilfreich, wenn der Induktionsbeweis statt
in drei nur in zwei Abschnitte geteilt würde, indem man die Voraussetzung mit dem
Schritt zusammenfasst. Hierdurch würde vielleicht deutlicher, dass die Voraussetzung
und der Schritt zusammengehören. Bei der Einführung des Beweisprinzips in den Vor-
lesungen „Mathematische Grundlagen“ und „Analysis I“ (siehe [KRIEG 2007]) wird dies
auch dementsprechend eingeführt, so dass es nur die beiden Teile „Induktionsanfang“
und „Induktionsschritt“ gibt, wobei die Voraussetzung in den Induktionsschritt integriert
wurde. Bei den Übungen und Aufgaben zum Induktionsprinzip ist allerdings üblich, eine
Dreiteilung vorzunehmen und diese auch explizit in der schriftlichen Darstellung des
Beweises zu vermerken.
Die Kommentare der Studierenden bei den Äußerungen drei und vier sind nicht sehr
ergiebig. Bei der dritten Äußerung haben die Studierenden die „wahre Aussage“ zum
Teil mit der Rechnung aus dem Induktionsanfang und zum Teil mit der zu beweisenden
Aussage A(n) in Verbindung gebracht, so dass die Äußerung unterschiedlich interpretiert
wird. Bei der vierten Studierendenäußerung wird immer darauf verwiesen, dass hier der
Induktionsschluss, auch Induktionsschritt genannt, erklärt wird. Sm6 merkt an dieser
Stelle an, dass diese Erklärung seiner Meinung nach „viel zu viel Sprache“ enthalte.
Durch eine weitere Frage, die das Ziel hat, mehr über das mentale Modell zum Indukti-
onsprinzip zu erfahren, soll erkundet werden, für welche Zahlbereiche nach Meinung
der Studierenden eine Vollständige Induktion durchführbar ist. Neben den natürlichen
Zahlen kommen die Studierenden meistens als erstes auf die ganzen Zahlen zu spre-
chen. Vier Studierende sind sich nicht sicher bzw. verneinen die Möglichkeit, hierfür eine
Vollständige Induktion durchführen zu können, wobei als Begründung für die Zweifel
angegeben wird, dass „die ganzen Zahlen [...] ja nicht unbedingt immer ein kleinstes
Element [haben] und dann weiß man nicht, wo man anfangen muss“ (Sm4). Andere
hingegen bejahen die Möglichkeit prinzipiell, indem sie anmerken, dass man „die In-
duktion eigentlich in zwei Richtungen“ (Sm2) machen müsste, bzw. in anderen Worten
„einmal das ins Positive und einmal das ins Negative macht“ (Sm6). Sie füllen diesen
Gedanken jedoch nicht mit Inhalt und geben beispielsweise keine explizite Formel an.
Zur Verdeutlichung zeichnet Sw5 folgende Veranschaulichung:
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Abbildung 6.2.: Vollständige Induktion für alle ganzen Zahlen (Sw5)
Bei der allgemeinen Frage, ob eine Vollständige Induktion auch für andere Grund-
mengen möglich sei, ohne explizit bereits konkrete Zahlbereiche anzusprechen, sind die
Erklärungen von Sw5 interessant, da sie von einem „Algorithmus“ spricht, durch den
immer das darauffolgende Element erzeugt wird. Sie geht hier nicht explizit auf einen
Zahlbereich ein, sondern überlegt allgemein, was erfüllt sein muss.
Sw5: Ähm, ja theoretisch gesehen schon. Ich meine öhm das geht, dann muss
man bloß allerdings dann das hier umändern [zeigt auf zwei Stellen in der
Aufgabe]. Und zwar muss man quasi nur ein Algo- quasi ein Algorithmus
finden, mit dem man alle Zahlen danach durchgeht.
I: Mhm.
Sw5: So was wie Abzählbarkeit oder so. Das heißt wenn wir ... (3 Sekunden) also
... (5 Sekunden) wir müssen quasi bei dem Element, wo wir anfangen zu
zählen, loslegen und können dann über diesen Algorithmus immer das
nächste in der Abzählreihenfolge folgern.
Bereits zu einem früheren Zeitpunkt des Interviews betont auch Sw1, dass das Ent-
scheidende beim Prinzip der Vollständigen Induktion für die natürlichen Zahlen nicht
darin liegt, dass im Induktionsprinzip explizit die Formel n → n+1 gewählt wird, sondern
die Hauptsache besteht darin, dass man „im Induktionsschritt alle natürlichen Zahlen
[erfasst], aber bei den natürlichen Zahlen ist es natürlich naheliegend, das mit ’n wird
auf n+1 abgebildet’ zu machen.“ Bei diesen beiden Bemerkungen wird die Tatsache,
dass jedes Element des Zahlbereichs erfasst werden muss, in den Mittelpunkt gerückt,
wobei der explizite „Algorithmus“ letztendlich nicht entscheidend ist. Sw6 denkt zuerst
über die Grundmenge Z nach und sie gibt im Folgenden auch eine korrekte Möglichkeit
für eine Vollständige Induktion an.
Sw6: Öh, also ich denke für Z könnte man es auch beweisen, öh, indem man
einfach einmal für n+1 und einmal für n−1 beweist und dann irgendwo
sein n wählt und dann hat man es für alle ganzen Zahlen bewiesen.
Sw5 nennt den gleichen, korrekten Vorschlag wie Sw6. Neben diesen beiden korrekten
Ideen schlägt auch Sm5 eine explizite Formel vor, indem neben „n plus 1“ auch die
Gültigkeit von „minus n plus 1“ für alle negativen Zahlen überprüft werden soll. An
dieser Stelle ist nicht eindeutig erkennbar, ob er den richtigen Schritt −n →−(n+1) oder
−n →−n+1 meint. Bei der ersten Möglichkeit würde man schrittweise alle kleineren
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ganzen Zahlen erreichen, wohingegen bei der zweiten Verständnismöglichkeit weiterhin
das Problem bestehen würde, dass Z kein kleinstes Element besitzt.
Als im Anschluss auch noch nach den Zahlbereichen Q und R gefragt wird, antwortet
lediglich Sw3 „Es kann ja auch r auf r+1 sein zum Beispiel, also es muss nicht n sein“. Um
auszuschließen, dass sie lediglich eine Umbenennung der Variablen andeuten möchte,
wird daraufhin noch einmal explizit nachgefragt, ob also auch Qmöglich sei. Diese Frage
bejaht sie, indem sie sagt, dass das „bei allen“ ginge. Diese Fehlvorstellung zeigt in der
Studie FDSA lediglich Sw3. Alle anderen Teilnehmer geben korrekterweise an, dass Q
und R nicht möglich sind.
Sw6: [...] und die Frage ist ja, wie komme ich von einer Zahl zur nächst größeren
Zahl, ist bei den rationalen Zahlen glaube ich unmöglich, weil, öh, egal
welche zwei Zahlen man nimmt, man findet immer welche die dazwi-
schen liegen und dementsprechend glaube ich, da kann man das nicht
für beweisen.
Bei dem Zahlbereich R wird also die Frage gestellt, ob ein „Algorithmus“ existieren
kann, durch den nacheinander alle Zahlen erreicht werden. Diese Frage nach der Existenz
eines solchen Algorithmus stellen sich die Studierenden selber und beantworten sie mit
nein. Während sie bei den rationalen Zahlen zum Teil noch überlegen, ob ein solcher
Induktionsschritt eventuell doch existieren könnte, fällt ihnen die Antwort bei den reellen
Zahlen leicht. Dort wird die Möglichkeit in der Regel direkt ausgeschlossen, wobei dieses
häufig damit begründet wird, dass die reellen Zahlen nicht abzählbar sind (z. B. Sm1).
Die zwei folgenden Aufgaben, die auch das Ziel haben, Näheres über das Verständnis
des Induktionsprinzips aufzudecken, sind zum Einen eine explizite Aussage und zum
Anderen ein Beweis zur Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel mit
Hilfe von zwei Induktionsschritten.
Bei der Aussage
n∑
k=1
k ·k != (n+1)!−2 für n ∈N
werden die Interviewpartner zuerst gebeten, lediglich den Induktionsschritt auszuführen.
Nach dieser Rechnung wird gefragt, was nun folgen würde. Daraufhin haben mehr als
die Hälfte aller Teilnehmer geantwortet, dass die Aussage für alle natürlichen Zahlen
gelte, ohne anzumerken, dass für einen vollständigen Beweis der Induktionsanfang fehlt.
Hingegen weisen Sm1, Sw6 und Sm6 explizit darauf hin:
Sm1: Aus meiner Rechnung folgt, wenn es für ein Element gilt, dann gilt es auch
für das darauffolgende Element.
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I: Was würdest du dann jetzt als nächstes ...
Sm1: Als nächstes müsste ich zeigen, dass [betont] es für ein Element gilt. [...]
Ich würde es mit 1 probieren, weil ich es dann für alle natürlichen Zahlen
bewiesen hätte und es nicht mehr für Zahlen kleiner meinem n beweisen
müsste.
Sw6: Öhm, naja, ich hab ja die Induktionsannahme noch nicht bewiesen und
dementsprechend folgt da eigentlich noch gar nichts. Also sobald ich das
aber für ein n beweisen kann, öhm, gilt es für alle darauffolgenden ns.
Sm6: Gar nichts. [I: Warum?] Ja, wenn die falsch ist (zeigt auf die Aussage), dann
ist die auch falsch. Aber wenn die stimmen würde, was man halt im An-
fang und in der Voraussetzung [...]. Aber ohne Induktionsanfang folgt erst
mal nichts. [...] (Zeigt auf die Stelle, an der die Induktionsvoraussetzung
eingesetzt wird.) An der Stelle hätte ich dann einen Fehler gemacht.
Sm1 betont, dass bisher nur der mögliche Schritt zum folgenden Element gezeigt
wurde, falls es für einen Wert gelten würde. Auch Sw6 sagt explizit, dass die Berechnung
des Schritts allein noch nicht die Gültigkeit der Aussage bedeutet, aber falls die Gültig-
keit für eine natürliche Zahl gezeigt werden kann, hat der Induktionsschritt eine große
Aussagekraft und es „gilt [...] für alle darauffolgenden ns“. Die Bemerkung von Sm6 ist
insofern besonders, als er die Möglichkeit anspricht, dass der Induktionsschritt falsch ist.
Er sagt nicht nur, dass der Anfang noch fehlt, sondern ohne einen Anfang sei auch die
durchgeführte Rechnung falsch, da dort die Induktionsvoraussetzung angewendet wird.
Anschließend soll der Induktionsanfang gezeigt werden. Hier versuchen alle Teilneh-
mer die Aussage für den Wert 1 zu zeigen und nachdem dort der Widerspruch festgestellt
wird, sind alle bis auf Sm2 überzeugt, dass der Induktionsschritt allein nicht weiterhilft.
Als Begründung wird häufig in Anlehnung an Regeln der Aussagenlogik genannt, dass
„wenn [...] der Induktionsanfang nicht stimmt, [...] man daraus alles Mögliche schließen
[könne], weil man aus falschen Aussagen alles schließen kann“ (Sw2). Sm2 hingegen
folgert aus dem Induktionsschritt, obwohl noch kein Induktionsanfang gefunden wurde,
„dass es zwei aufeinanderfolgende natürliche Zahlen gibt, für die diese Aussage gilt“.
Seinem Verständnis nach muss die Aussage irgendwann gelten, denn ansonsten dürfte
auch der Induktionsschritt nicht zeigbar sein. Für ihn wurde also lediglich noch nicht
gezeigt, für welche natürlichen Zahlen die Aussage gilt. Passend zu seinen Aussagen
ist Sm2 dann auch überrascht, als er im Anschluss aufgeklärt wird, dass diese Aussa-
ge für keine natürliche Zahl korrekt ist. Sw2, Sw3 und einige andere sagen nach dem
misslungenen Induktionsanfang für n = 1, dass „man die Induktion eigentlich komplett
vergessen“ könne (Sw2) und denken dementsprechend nicht über Alternativen nach,
durch die der Induktionsschluss trotzdem noch verwendbar wäre. Sw3 geht nicht darauf
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ein, dass eventuell ein anderer Wert als Induktionsanfang gewählt werden könnte. Diesen
weiterführenden Gedanken verfolgend, ist die Konsequenz von Sm3 hingegen nicht so
endgültig.
Sm3: ... dass die Behauptung nicht gilt; also zumindest nicht für alle n der
natürlichen Zahlen.
Auch Sm1 verwirft den Gedanken, eine Induktion durchzuführen, noch nicht voll-
ständig und seine Bemerkung („Wenn ich jetzt einen finde, für den es gilt, gilt es für
alle Werte oberhalb dieses Werts“) lässt darauf schließen, dass er an dieser Stelle den
Versuch, eine Induktion durchzuführen, noch nicht beenden, sondern nach alternativen
Induktionsanfängen suchen würde.
Insgesamt hat der Umgang mit dieser Aufgabe gezeigt, dass das Durchführen eines
Standardverfahrens bei einer Vollständigen Induktion keinem der Teilnehmer große
Schwierigkeiten bereitet. Außerdem haben alle bis auf Sm3 verstanden, dass der Indukti-
onsschritt allein nichts beweisen kann und immer die Korrektheit der Aussage für eine
natürliche Zahl als Induktionsanfang benötigt wird.
Bei dem vorgelegten Teil des Induktionsbeweises zur Ungleichung zwischen dem
geometrischen und arithmetischen Mittel weisen alle bis auf Sm5 darauf hin, dass dies
kein vollständiger Beweis für alle natürlichen Zahlen sei. Sm5 hingegen denkt zuerst, dass
dadurch, dass beim Induktionsanfang die Korrektheit sowohl für n = 1, als auch für n = 2
gezeigt wurde, trotz des Induktionsschritts von n 7→ 2n der Beweis für alle natürlichen
Zahlen geführt wurde. Vielleicht glaubt Sm5, hierdurch die natürlichen Zahlen in die
geraden und die ungeraden aufteilen zu können. Der häufigste Verständnisfehler liegt
darin, dass der Schritt n 7→ 2n so verstanden wird, dass alle geraden Zahlen aus N
getroffen würden. Diesen Fehler begeht ein Großteil der Teilnehmer. Einige erkennen ihn
selber, einige auf Nachfrage, aber einige bleiben auch bei der Meinung, dass durch diesen
Schritt alle geraden Zahlen erreicht werden. Wenn die Teilnehmer den Fehler nicht selber
bemerken, wird die Nachfrage gestellt, ob die Zahl 6 auf diesem Wege auch erreichbar
sei. Selbst diese Frage bejahen Sw3 und Sm5.
Sm5: Doch, wenn man für n gleich 3 kriegt man ja 6. [...] Man kriegt alle gerade
Zahlen, auf jeden Fall.
Sw3: Ja, zwei mal drei.
Diese Aussagen könnten ein Indiz dafür sein, dass es sich bei Sm5 und Sw3 nicht
um Flüchtigkeitsfehler handelt, sondern das entscheidende Prinzip der Vollständigen
Induktion nicht berücksichtigt wird. Die Teilnehmer scheinen der Meinung zu sein,
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dass durch den Induktionsschritt alle Elemente erreichbar sind, die in der Form 2n
ausgedrückt werden können, wenn für n eine natürliche Zahl eingesetzt wird.
Anschließend wird nach einem möglichen zweiten Teil des Beweises gefragt, so dass
insgesamt die Aussage für alle natürlichen Zahlen bewiesen würde. Häufig wird zuerst der
Standardschritt n 7→ n+1 vorgeschlagen, woraufhin seitens des Interviewers erklärt wird,
dass die Rechnung in diesem Fall schwierig wäre und umgangen werden soll. Ansonsten
wird meistens der Schritt n 7→ 2n+1 genannt.
Sm5: Ja, für 2n+1.
I. Dann hat man alle?
Sm5: Dann hat man auf jeden Fall alle, also 2n sind ja alle gerade Zahlen und
2n+1 sind alle ungeraden Zahlen.
Den gleichen Vorschlag macht auch Sw6, obwohl sie zuvor selbst erkannt hat, dass
durch den vorgegebenen Schritt nicht alle geraden natürlichen Zahlen erreicht werden
können.
Anschließend wird einigen Teilnehmern der Schritt n 7→ n−1 zur Vervollständigung
des Beweises vorgeschlagen und gefragt, ob es helfen würde, wenn die Gültigkeit dieses
Schritts gezeigt würde.
Die erste Reaktion von einigen ist die ungläubige Frage, ob das „dann einfacher als
n nach n+1“ sei (Sm3). Es kann also nicht ausgeschlossen werden, dass dieser Schritt,
der den Induktionsbeweis vervollständigt, nur deshalb zuvor nicht eigenständig genannt
wurde, da sie davon ausgegangen sind, dass dieser Schritt dann ebenfalls schwierig
durchzuführen wäre. Allerdings wird es von niemandem explizit angemerkt und da ein
Großteil der Studierenden im Folgenden auch Schwierigkeiten hat, den Nutzen dieses
Schrittes zu erkennen und zu erklären, kann angenommen werden, dass dieses Vorgehen
vorher nicht bedacht wurde. Das größte Problem besteht darin, dass davon ausgegangen
wird, nun ein größtes Element bei den natürlichen Zahlen zu brauchen, um dann mit
dem Schritt rückwärts die Aussage für alle kleineren natürlichen Zahlen zu beweisen. Da
diese größte Zahl nicht existiert, verstehen die Teilnehmer den Nutzen des Vorschlags
nicht.
Sw2: Dann müsste man ja im Prinzip ganz oben anfangen.
Sm4: Dann müssen wir ’ne andere Induktionsannahme verwenden.
I: Warum?
Sm4: Weil wir das dann für den größten Wert zeigen müssten, aber den kennen
wir nicht.
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Sm4 wird daraufhin direkt darauf hingewiesen, dass man beide Schritte gekoppelt
betrachtet. Er fragt sich dann, „ob der größte Wert dann durch das hier abgedeckt wäre.
Wenn es dadurch abgedeckt wäre, dann müsste das auch für ihn gelten und dann könnte
man dann ja von n nach n-1 schließen.“ Er versteht hier das Prinzip des Beweisauf-
baus, aber ihm fehlt noch der Schritt, dass in den Zweierpotenzen zu jeder beliebigen
natürlichen Zahl eine mindestens genauso große enthalten ist. Für Sm4 stellt sich hier
abschließend die Frage, „ob unendlich für 2 teilbar ist“.
Das Problem scheint darin zu liegen, dass die Studierenden die beiden Schritte isoliert
betrachten, so dass einerseits durch den Schritt von n 7→ 2n nicht alle Elemente erreicht
werden und andererseits der Schritt n 7→ n − 1 für sich betrachtet nicht hilft, da die
natürlichen Zahlen kein größtes Element besitzen. Abschließend bleiben noch die drei
Erklärungen von Sm1, Sm3 und Sm6 zu erwähnen, die die Nützlichkeit des Schritts
erkennen und erläutern, warum auf diese Art insgesamt gezeigt werden kann, dass die
Aussage für alle natürlichen Zahlen gilt.
Sm1: Dann hätte ich gezeigt, dass es für alle großen natürlichen Zahlen gilt
mit dem ersten Induktionsschritt und für alle, die kleiner als alle großen
reellen Zahlen sind, dann hätte ich es für alle gezeigt.
Sm3: Man müsste ja immer nur jede natürliche Zahl erwischen, einfach, indem
man mit öhm, öhm diesem Beweis halt öhm über die Zahl hinaus schießt,
aber, wenn z. B. hätte 1023, also für n gleich 1023 würden wir’s zeigen,
dann steht, dann kann man ja hier nach 1024 oder ah hoch und öh dann
einfach diesen n−1 Beweis benutzen oder halt wahlweise oft wie oft man
den halt braucht.
Sm6: Ja, weil jetzt haben wir es für alle, also alle n hoch 2 öh 2 hoch n gezeigt,
die ja oben, die ja ziemlich groß sind, also unbeschränkt nach oben und
wenn wir’s jetzt rückwärts zeigen, würde das, [unverständliches Nuscheln],
würde das ja zwar eben rückwärts gelten aber wir haben’s ja für ’n unbe-
stimmt großes n schon gezeigt und wenn’s von da ab rückwärts gilt, dann
gilt’s halt für alle.
Die Wortwahl von Sm3 ist interessant, da er die sehr bildliche Metapher „über die Zahl
hinaus schießen“ benutzt. Im Gegensatz zu Sm6, der den mathematischen Begriff der
Unbeschränktheit benutzt, wählt Sm3 einen bildlichen Ausdruck.
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Abbildung 6.3.: Visualisierung am Zahlenstrahl (Sm1)
Auch Sm1 visualisiert an dieser Stelle das hier präsentierte Beweisprinzip. Er verwendet
dazu wie zu Beginn des Interviews wieder den Zahlenstrahl, was eventuell bedeuten
könnte, dass er eine derartige Visualisierung auch bei seinen Überlegungen mit ein-
bezogen hat. Bei der Abbildung 6.3 fällt auf, dass er die Zahlen 4, 8, 16 und 32 mit
identischen Abständen einzeichnet. Es bleibt anzumerken, dass auch die zu Beginn des
Interviews besprochene Veranschaulichung des Standardschritts n 7→ n+1 auf dem glei-
chen Zahlenstrahl verdeutlicht wurde und bei dieser Aufgabe lediglich die obere Zeile
samt der kleinen Schrittchen auf der rechten Seite des Zahlenstrahls hinzugefügt werden.
Es ist davon auszugehen, dass das Wort „reell“ ein Versprecher ist, da es ansonsten in
dem Interview keine Hinweise dafür gibt, dass er die Induktion mit den reellen Zahlen
verbindet.
6.4. Formale Fertigkeiten
Die formale Schreibweise wird in diesem Interview nicht explizit gefordert und auch das
Verständnis formaler Ausdrücke ist nur bei der letzten Aufgabe zu den Peano-Axiomen
von entscheidender Bedeutung. Direkt vor den Peano-Axiomen werden in diesem In-
terview zwei indirekte Beweise besprochen, in denen das Wohlordnungsprinzip genutzt
wird. Diese Beweisform des indirekten Beweises wird von einem Großteil der Teilnehmer
als schwierig eingestuft und bereitet häufig mehr Probleme als ein direkter Beweis. Der
Umgang mit den Beweisen bzw. dabei auftretende Schwierigkeiten sollen im Folgenden
detailliert dargestellt werden.
Als der zu beweisende Satz, dass jede natürliche Zahl größer Eins eine Primzahl ist oder
als Produkt von Primzahlen dargestellt werden kann, vorgelegt wird, können nur Sw5
und Sw6 selbstständig einen Lösungsansatz nennen. Die Idee von Sw6 ist hervorzuheben,
da sie versucht, den Sachverhalt direkt zu beweisen.
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Sw6: Mh, ich hab gerad’ überlegt, ob man die Menge aller, öhm, Teiler einer
natürlichen Zahl öh zusammenschreiben könnte. Und da gibt’s ja zwei
Möglichkeiten, entweder sie besteht nur aus Eins und einer Primzahl
oder sie besteht aus öhm, ja, aus allen anderen Teilern und dann könnte
man für, könnte man das runterführen indem man also die ganzen nicht
primzahligen Teiler nochmal teilt in ihre Teiler und dann irgendwann
kommt man halt auf nur Primzahlen.
Die Idee ist zielführend und die Argumentation liegt auch dem präsentierten Beweis
zu Grunde. Die Tatsache, dass sie einen eigenen Ansatz hat, passt auch dazu, dass Sw6
später im Gegensatz zu einem Großteil der anderen Teilnehmer angibt, den Beweis
nicht schwierig zu finden. Sw5 ist die einzige Studentin, die ohne einen entsprechenden
Hinweis einen indirekten Beweis machen möchte und sie kann diese Herangehensweise
auch begründen. Darüber hinaus bildet sie auch die Menge, deren Existenz durch den
Beweis widerlegt werden soll, korrekt. Als zu Beginn gefragt wird, ob sie eine Idee habe,
wie man bei einem Beweis ansetzen könne, antwortet sie:
Sw5: Über eine Kontraposition? [...] Ne, oder ’nen Widerspruch meine ich. Ich
nehme an, einfach an, es gibt eine natürliche Zahl, die größer als 1 ist, die
weder eine Primzahl ist noch ein Produkt von Primzahlen und öh zeige,
dass sie nicht existieren kann.
Als dann explizit nachgefragt wird, warum sie einen Widerspruchsbeweis wählt, gibt
sie folgende Erklärung:
Sw5: Weil da nen ’jede’ davor steht oder ich weiß nicht. [...] Immer, wenn etwas
mit Primzahlen in den Übungsgruppen war, war es gefühlt immer ein
Widerspruchsbeweis.
Die Begründung, dass es sich um eine Allaussage handelt, ist treffend und zeigt, dass
Sw5 erkennt, in welchen Fällen der Widerspruchsbeweis eine sinnvolle Wahl sein kann.
Allen anderen wird als Hilfe der erste Teil des Beweises vorgelegt. In diesem Teil wird
angegeben, dass beim Beweis angenommen wird, die Aussage würde nicht gelten und es
wird die Definition der Teilmenge M gegeben. Aufgrund dieses Hinweises sagen alle bis
auf Sw3, dass ein indirekter Beweis geführt wird. Sw3 versteht zwar auch, dass gezeigt
werden soll, dass die Menge leer sein muss, aber versucht dieses durch ein Beispiel zu
belegen.
Sw3: Ja, also man will ja zeigen, dass es nicht gilt. Also 1 bis 5 zum Beispiel
argumentieren und dann zeigt man, dafür gilt es schon mal, also müsste
es dann, ist die Annahme schon mal falsch.
I: Kannst du jetzt mit einem Beispiel das widerlegen?
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Sw3: Ja, man hat auf jeden Fall eins das stimmt und damit ist die Annahme,
dass es komplett falsch ist, falsch.
Da Sw3 auf Nachfrage explizit von einem „Beweis durch Kontraposition“ spricht,
scheint sie das Beweisprinzip nicht verstanden zu haben. Für sie ist ein Widerspruchsbe-
weis vollständig, wenn man ein Gegenbeispiel angeben kann, das nicht zu der definierten
Menge M passt. Sie geht nicht darauf ein, dass allgemein gezeigt werden muss, dass M
der leeren Menge entspricht. Insgesamt brauchen alle bis auf Sm3 und Sw5 mindestens
drei der vier Teile des Beweises, um den Aufbau vollständig zu verstehen. Sw5 kann nach
dem Hinweis, dass die Menge M ein kleinstes Element besitzt, den Teil des Beweises für
den Fall, dass das Element m−1 eine Primzahl ist, selber lösen und für diesen Fall die
Existenz der Menge zum Widerspruch führen.
Sw5: Wenn ich eine Primzahl plus Eins rechne, kommt immer eine gerade Zahl
raus und eine gerade Zahl ist immer, öhm, kann ich immer darstellen als
2 mal [...]. Da m gerade ist, ist auch, m/2 muss definitiv in der Menge
davor liegen, dass heißt, sie kann ich wieder als Produkt von Primzahlen
darstellen lassen, [...] und da 2 auch eine Primzahl ist [...], muss m auch
eine Primfaktorzerlegung sein.
Abbildung 6.4.: Teilbeweis zu den Primzahlen (Sw5)
An dieser Argumentation sieht man, dass sie den Aufbau eines Widerspruchsbeweises
verstanden hat und auch selber solche Beweise führen kann. Für den anderen Fall, dass
m−1 eine Primfaktorzerlegung besitzt, kommt sie allerdings nicht weiter und braucht
Hilfe. Dieses liegt auch daran, dass ihr bei der Darstellung mit Hilfe einer Primfaktor-
zerlegung ein Fehler unterläuft und sie erst davon ausgeht, dass m−1 als Summe von
Primfaktoren darstellbar sein muss. Abschließend bleibt noch der Beweis von Sm3 zu
nennen, der, nachdem er die Teile eins und zwei vorliegen hat, den Beweis selbstständig
zu Ende führen kann:
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Sm3: Dann müsste ja, weil die öhm, die Zahlen aus dieser Mengen sind ja,
müssen ja teilbar sein, weil sonst wären’s ja Primzahlen. [...] Und, öhm da
’ne Zahl ja höchstens teilbar ist durch Zahlen öhm die kleiner sind als die
natürliche Zahl, muss sie halt aus öhm müssen sie halt durch n teilbar
sein. Wenn man jetzt dieses kleinste Element m nimmt, öhm, und das
dann durch n teilt dann wird das ja öhm kleiner, weil n ja größer 1 ist,
öhm und dann wär’ das ja dementsprechend außerhalb der Menge und
wär’ also Teil von diesen n und dementsprechend wär’ das dann ja öhm ja
öhm entweder ’ne Primzahl oder öhm dann öhm ein eine Zahl die sich in
öhm Primzahlen zerlegen lässt, also kann man öhm, würde man, könnte
man die Zahlen auf jeden Fall weiter in Primzahlen öhm weiter zerlegen
oder ist schon fertig in Primzahlen zerlegt ist.
Es ist herauszustellen, dass er hier sehr kleinschrittig erklärt und zum Beispiel auch
auf spezielle Voraussetzungen eingeht, dass z. B. n größer als 1 sein muss.
Insgesamt scheint dieser Beweis vielen große Schwierigkeiten zu bereiten und dieser
Eindruck passt auch zur eigenen Einschätzung der Teilnehmer. Ein Großteil gibt an,
diesen Beweis schwierig und abstrakt zu finden. Einige merken an, dass sie generell
Probleme haben „Beweise aufzustellen“ und „Beweise zu finden“ (z. B. Sm4).
Wenn ihnen der Beweis vorgelegt wird, scheinen aber alle letztendlich den Aufbau
nachvollziehen und in eigenen Worten erklären zu können. Sw2 kann den Aufbau schließ-
lich anschaulich verdeutlichen, auch wenn sie alleine keinen Ansatz gefunden hat und
den Beweis durchaus nicht einfach findet.
Abbildung 6.5.: Veranschaulichung des Beweises unter Verwendung formaler und sym-
bolischer Elemente (Sw2)
Beim Verständnis des Beweises, der den Teilnehmern vorgelegt wird, scheint die größte
Schwierigkeit darin zu liegen, die Folgerung zu verstehen, dass die Menge M notwendi-
gerweise leer sein muss, wenn gezeigt wurde, dass das kleinste Element der Menge eine
Primzahl ist oder eine Primfaktorzerlegung besitzt.
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Sw1: Ich find’ das nicht anschaulich, finde ich jetzt. Also ich hab, ich hab lange
gebraucht um dahinterzusteigen, was die überhaupt von mir wollen. [...]
Das Beweisprinzip an sich ist klar, aber zum Beispiel jetzt dieser Schritt
von ... wir haben für m gezeigt, dass es eine Primfaktorzerlegung ist, dann
können wir das auch für alle anderen zei–, also dann können wir daraus
schließen, dass es für alle Elemente aus groß M gilt und das fand ich jetzt
irgendwie schwer.
Bei der nächsten Aufgabe zum Induktionsprinzip kommt sie noch einmal auf diese
Schwierigkeit zu sprechen. Durch den zweiten Beweis versteht sie dann, „dass für m
die Behauptung, dass die Bedingung nicht erfüllt ist“ widerlegt wird. Jetzt ist ihr die
weitere Argumentation klar, denn da „die Menge M kein kleinstes Element mehr [hat],
[...] muss es eine leere Teilmenge sein“. An dieser Stelle sieht sie den Widerspruch sofort
in der Tatsache, dass das zuvor als kleinstes Element auszeichnete Element der Menge
nicht zur Menge gehören kann. Für andere ist diese Folgerung schwierig zu verstehen.
Um sich diesen Zusammenhang zu verdeutlichen, reicht es für einige nicht aus, dass
das kleinste Elemente nicht in der Menge enthalten ist. Sie machen dann den nächsten
Schritt, indem es für sie „ein neues kleinstes Element gibt“ (Sm4), so dass man diese
Argumentation „fortsetzen“ kann. Außerdem gehen sie von einer endlichen Menge aus,
wodurch in diesem Fall mit Hilfe dieser Argumentation geschlossen werden kann, dass
insgesamt kein Element in der Menge enthalten ist. Dieser Zwischenschritt scheint leich-
ter verständlich zu sein. Hierbei würde die Elementeanzahl der Menge M sukzessive
verkleinert, bis die Menge ihrer Meinung nach schließlich leer sein müsste. Der etwas
abstraktere Schritt, dass bereits die Tatsache des Nichtvorhandenseins von m in der
Menge zum Widerspruch führt, scheint hingegen schwieriger verständlich zu sein und
zum Teil auch nicht als hinreichendes Kriterium für den Widerspruch empfunden zu
werden.
Beim Beweis zum Induktionsprinzip, der analog zum zuvor besprochenen Beweis
geführt werden kann, benötigen die Teilnehmer der Studie FDSA gerade durch diesen
ähnlichen Aufbau sehr viel weniger Hilfen. Zwei Teilnehmer führen den Beweis mehr
oder weniger komplett selbstständig. Acht Personen wird der erste Teil des Beweises
hereingereicht, wobei dieses eventuell ein Mal nicht nötig gewesen wäre. Im Anschluss
können diese Teilnehmer den Beweis dann selber weiterführen. Lediglich zwei Studieren-
de benötigen den vollständigen Beweis und erklären dann lediglich den vorliegenden
Aufbau.
Sw3 braucht keine Hilfen, nutzt aber für ihre Erklärung ein Beispiel, indem sie an-
nimmt, dass die Aussage für n = 2 nicht gelten würde. Sie zeigt dann mit Hilfe des
Induktionsanfangs und des geltenden Schritts, dass A(2) korrekt sein muss und dement-
sprechend die Annahme, dass die Aussage für n = 2 nicht gelte, widerlegt ist. Sie gibt
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die Argumentation, die dem Beweis zu Grunde liegt, richtig wieder, aber nennt keine
Verallgemeinerung für alle natürlichen Zahlen. Sm3 kann ohne Tipps und Hilfestellun-
gen einen vollständigen und korrekten Beweis angeben und definiert auch die Menge
sinnvoll. Allerdings nutzt er im Beweis nicht die Tatsache, dass die Aussage für die dem
kleinsten Element m vorangehende natürliche Zahl gelten muss. Dementsprechend fängt
seine Beweisargumentation immer beim Induktionsanfang A(1) an und durch den In-
duktionsschritt hangelt er sich dann sukzessive bis zum fraglichen Element m hoch.
Diesen Ansatz, bei dem gültigen Induktionsanfang zu beginnen, wählt auch Sw5. Sie
schreibt ihre Beweisskizze recht formal auf und visualisiert zusätzlich die Schritte vom
Induktionsanfang bis zum kleinsten Element der Menge.
Abbildung 6.6.: Notizen zur Verdeutlichung des Beweisaufbaus (Sw5)
Sw5: Also [streicht „∃m < k ∈ M“ wieder durch und schreibt stattdessen „k
kleinste“] k ist das kleinste Element. So, da wir wissen, dass der Indukti-
onsanfang wahr ist, heißt das, es ist auf jeden Fall größer als eins [schreibt
„1< k“].
I: Mhm.
Sw5: Ähm. ... Das heißt, A von [schreibt „A(1)“] [...] oder [schreibt „⇒“] so
aus A(1) folgt A(2) folgt A(3) [schreibt weiter „A(2) ⇒ A(3) ... ⇒“] und
dementsprechend da k größer ist, folgt auch irgendwann A(k) [beendet
den Satz mit „A(k)“].
I: Mhm.
Sw5: Aber das kann ja nicht sein, weil das ist richtig [macht einen senkrechten
Strich unter A(1)], das ist auch richtig [macht einen senkrechten Strich
unter A(2)], das auch [macht einen senkrechten Strich unter A(3)] und
dementsprechend müsste das [macht einen senkrechten Strich unter A(k)]
auch richtig sein.
I: Mhm.
Sw5: Aber das kann es nicht, weil unsere Menge [zeigt auf die Definition von
M ] ja sagt, es ist nur drin, wenn es falsch ist.
I: Mhm.
Sw5: Dementsprechend gibt es die Menge [zeigt wieder auf die Definition von
M ] nicht.
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Sw5 gibt an, dass sie den Beweis „abstrakt“ findet. Sie versteht nicht „warum es [...]
einen Widerspruch geben muss, um das Induktionsprinzip zu beweisen“. Dies könn-
te damit zusammenhängen, dass sie im Beweis beim kleinsten Element anfängt und
sich dann Schritt für Schritt zum Element m hocharbeitet. Dadurch kann sie „alle ns
durchgehen“ und sieht die Gültigkeit „direkt in diesem Schritt“ (Induktionsschritt).
Die größte Schwierigkeit bei diesem Beweis scheint das Bilden der Menge M zu sein.
Wenn die Menge konstruiert ist, kann der Beweis analog zum Vorherigen geführt werden.
Entsprechend brauchen auch nur zwei Teilnehmer mehr als den ersten Teilschritt des
Beweises, indem die Menge definiert wird, als Hilfestellung. Einige Probleme beim Bilden
der Menge zeigen sich in folgenden Anmerkungen:
Sm3: Obwohl man, dass halt obwohl A(1) wahr ist und ja aus A(n) folgt, dass
A(n+1) wahr ist, öhm, dass es dann trotzdem eine Menge innerhalb der
natürlichen Zahlen gibt, für die dann A immer noch nicht gilt.
Sw4: Man hat ja hier quasi einfach mal das Gegenteil angenommen, dann
müsste man ja hier annehmen, dass das Induktionsprinzip falsch wär. [...]
Das wäre ja falsch, wenn man sagt A 1 ist wahr und wenn dann daraus
nicht folgern würde, dass wenn A n wahr ist, dass dann A n + 1 dann
falsch wäre, dann wäre das Induktionsprinzip ja falsch.
Sm1: Ich wüsste jetzt nicht, was ich da negieren sollte.
Viele negieren bei Definitionsversuchen der Menge M wie Sw4 den zweiten Teil des In-
duktionsprinzips, hier unter (ii) (vgl. S. 90) notiert. Sie wollen dann davon ausgehen, dass
der Anfang stimmt, aber der Induktionsschritt falsch ist. Dieser Ansatz kann natürlich
nicht zum Ziel führen und dementsprechend brauchen die Teilnehmer an dieser Stelle
häufig eine Hilfestellung, wie die Menge M sinnvoll definiert werden kann.
Die Erklärung von Sm3, der den Beweis alleine durchführt, zeigt aber auch, dass es
möglich ist, die Menge selbstständig zu konstruieren und die Aufgabe also nicht generell
bei dem aktuellen Wissensstand der Studierenden unlösbar ist.
Insgesamt haben diese beiden Aufgaben gezeigt, dass indirekte Beweise für viele unge-
wohnt und schwierig zu verstehen sind. Meistens ist das Prinzip klar, aber die eigenstän-
dige Umsetzung bereitet Schwierigkeiten oder benötigt zumindest mehr Zeit, als hier im
Interview gegeben werden konnte.
Beim Verständnis der Peano-Axiome (vgl. S. 91) bereitet die Rolle von b Schwierigkeiten.
Im zweiten Axiom wird durch den Ausdruck „jedem b ∈M“ deutlich, dass b eine Variable
ist und alle Elemente der Menge M einen Nachfolger besitzen. Dies verstehen aber nicht
110
6.4. Formale Fertigkeiten
alle Studierenden, da b nicht immer als Variable, sondern zum Teil auch als eindeutig
bestimmtes Element der Menge M verstanden wird.
Sw4: Eine Menge M und da ist a Element von, b Element von und b′ soll auch
Element von dieser Menge sein.
Für Sw4 ist es nicht möglich, dass sich a und b auf das gleiche Element beziehen, da die
beiden Elemente gleichzeitig in der Menge M enthalten sein sollen. Für sie ist b erst ab
dem zweiten Element möglich, da „a ja kein Nachfolger ist“ und dementsprechend „an
der ersten Stelle sein“ muss. Auch Sw3 hat Probleme mit der Verwendung der Variablen
in diesem Kontext und ist sich außerdem nicht ganz sicher, ob die Menge immer nach
unten beschränkt sein muss.
Sw3: Da b ja beliebig ist, könnte b ja überall sein, also es kommt, hängt von b
ab.
Als sie dann darauf hingewiesen wird, dass a kein Nachfolger sein dürfe, merkt sie an,
dass sie „dachte, nur von b nicht“. Hier stellt sich die Frage, ob das Wort „jedem“ zum
Teil überlesen wird und ob die explizite Angabe des Allquantors an dieser Stelle besser
verstanden würde. Das Wort „jedem“ scheint zumindest nicht von allen Teilnehmern mit
dem Allquantor in Verbindung gebracht zu werden.
Für Sw2 ist darüber hinaus nicht klar, ob das Element a das einzige ist, das keinen
Nachfolger besitzt. Sw2 spricht häufiger von den as und den bs, woraufhin nachgefragt
wird und sie zuerst erwidert, dass es „mindestens eins“ geben muss, bevor sie erläutert,
dass sie nicht wisse, „ob a jetzt [...] ein festes a ist“, denn dann würde es nur eins geben.
Ansonsten ist auffällig, dass durch das vierte Axiom häufig ein Bezug zu Abbildungen
gesehen wird, da sie dieses Axiom an die Definition der Injektivität von Abbildungen er-
innert. Sie erkennen hier den Bezug zur Nachfolgerabbildung x 7→ x+1, die ein typisches
Beispiel einer injektiven Abbildung ist.
Die Anmerkungen von Sm2 unterscheiden sich insofern von denen der anderen Teil-
nehmer, da er direkt zu Beginn selbstständig auf die Vollständige Induktion zu sprechen
kommt und das Nachfolgerprinzip als Eigenschaft der natürlichen Zahlen versteht:
Sm2: Induktionsprinzip.
I: Warum?
Sm2: Weil, wenn a kein Nachfolger ist, heißt das ja, dass a der kleinste Wert
dieser Menge ist und öhm wenn ich dann eine Teilmenge P habe, P von
M , die sowohl den kleinsten Wert erhält und öhm b und den Nachfolger
von b auch Element von P ist, dann ist ja auch der Nachfolger von b und
dessen Nachfolger wieder in P usw., das heißt damit habe ich ja dann
auch alle Elemente von M auch in P drin.
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Er spricht hier auch das fünfte Axiom der Peano-Axiome an, das die Grundlage für das
Induktionsprinzip bildet. Für die Vollständige Induktion ist entscheidend, dass auf diese
Weise durch das Nachfolgerprinzip alle Elemente der Menge erreicht werden. Insofern
ist erstaunlich, dass die anderen, als sie später explizit nach einem Zusammenhang
zur Vollständigen Induktion gefragt werden, die Wichtigkeit des fünften Axioms nicht
herausstellen. Es werden hingegen eher die Axiome zwei, drei und vier betont. Manchmal
wird das fünfte Axiom gar nicht genannt und andere geben lediglich auf Nachfrage
an „ja, das ist auch ein wenig Induktion“ (Sm6). Sie scheinen die Besonderheit des
letzten Axioms, dass die Menge, die auf diese Weise konstruiert wird, alle Elemente
der ursprünglichen Menge enthält, nicht zu erkennen und sehen es vielmehr als eine
„Folgerung aus den anderen“ an, weshalb das auch „nicht so hervor[zu]heben“ (Sw6) sei.
Wie Sm2 setzt auch Sm4 die Peano-Axiome direkt mit den natürlichen Zahlen in Ver-
bindung, da man sonst „keinen Nachfolger bilden“ könne. Sw6 verbindet den Nachfolger
auch direkt mit einem Schritt der Länge eins, aber überlegt, ob nicht eventuell auch
die ganzen Zahlen als „Vereinigung zwischen den aufwärts laufenden natürlichen Zah-
len und sozusagen ab Null abwärtslaufend[en]“ Zahlen zu den Peano-Axiomen passen
würden. Insgesamt werden die Peano-Axiome häufig als Verallgemeinerung des Indukti-
onsprinzips angesehen, wobei sich dies nicht auf die ganzen Zahlen beschränkt.
Sm3: Es wird versucht dieses Induktionsprinzip auf andere Mengen beispiels-
weise die rationale Zahlen zu übertragen, einfach öhm indem man jetzt
nicht einfach sagt plus 1, sondern [...] von diesem Nachfolger [...].
Sm3 spricht hier zwar von den rationalen Zahlen, aber merkt danach selber an, dass
das Prinzip des Nachfolgers bei den rationalen Zahlen nicht funktioniert. Auch Sw5
überlegt, ob man den Nachfolger vielleicht irgendwie anders definieren könne, da der
Nachfolger ja jetzt nicht mehr zwingend b+1 sein muss, sondern der Abstand „belie-
big“ und damit auch „unendlich klein“ sein kann (Sm5). Sm5 zieht aus dieser Tatsache
allerdings die falsche Schlussfolgerung, dass die fünf Axiome auch für die reellen Zahlen
größer gleich Null gelten würden. Auch Sm2 sieht diese Möglichkeit, wobei es für ihn
nicht möglich ist, eine „direkt definierte Zahl [zu] sagen, die direkt nach Null kommt“. An
dieser Stelle kommen wieder die bereits im Abschnitt „Mentales Modell und vorhandene
Fehlvorstellungen“ genannten Schwierigkeiten zum Vorschein, für welche Zahlbereiche
eine Vollständige Induktion möglich ist.
Bezüglich der fünften Studierendenäußerung, die von den Teilnehmern zu kommen-
tieren ist (vgl. S. 88), sei hier noch auf eine Schwierigkeit hingewiesen. Sm2 stellt sich die
Frage, ob der in der mathematischen Umgangssprache gebräuchliche Ausdruck „beliebig
aber fest“ gleichzusetzen ist mit dem in dem Zitat genannten Ausdruck „für alle“. Diese
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Frage wird von ihm bejaht. Sm2 scheint also noch nicht verstanden zu haben, dass bei
dem Ausdruck „beliebig aber fest“ von einem Element die Rede ist, wobei es für die
Wahl keine weiteren Einschränkungen gibt. Gerade bei der Induktionsvoraussetzung wird
nicht angenommen, dass die Aussage für alle Elemente gilt. Diese in der Mathematik
üblichen Formulierungen sind für Studienanfänger neu und ungewohnt. Anscheinend
ist „beliebig aber fest“ bisher für Sm2 lediglich ein häufig gebrauchter, feststehender
Ausdruck, ohne dass er den Sinn der Verwendung verstanden hat. Es verdeutlicht, dass
übliche mathematische Sprechweisen Studienanfängern Probleme bereiten und auch zu
Missverständnissen führen können.
6.5. Generische und exemplarische
Veranschaulichungen
In diesem Interview wird nur an einer Stelle explizit nach einer anschaulichen Vorstellung
gefragt. Dies geschieht am Ende der Fragen zum allgemeinen Verständnis beim Thema
Vollständige Induktion. Insgesamt geben nur drei Studierende eine Veranschaulichung im
weiteren Sinne an. Sm6 nennt bereits vor der Thematisierung direkt bei der Einstiegsfrage
eine anschauliche Vorstellung.
Sm6: Man also man hat ’nen Induktionsanfang, den man sich erst mal raus-
sucht, öhm für den man das beweist und dann hat man sozusagen ’ne
Einstichstelle und von der aus kann man dann beweisen, dass wenn’s
wenn das gilt, dass es dann fürs nächste n, also fürs n+1 auch gilt und
das kann man halt unendlich oft machen, dass man’s für alle ns bewiesen
hat, so dass ne Formel allgemein gültig ist nur für alle natürlichen Zahlen.
Als Sm6 an der besagten Stelle noch einmal explizit die Frage nach einer anschaulichen
Vorstellung gestellt wird, nennt er wieder das Bild mit der Einstichstelle, von der aus-
gehend man dann immer weiter „springt“. Da er dieses Bild direkt anführt, scheint die
Vorstellung eng mit seinem Konzept zur Vollständigen Induktion zusammenzuhängen.
Neben Sm6 spricht nur noch Sw2 von „kleine[n] Schrittchen, die immer weiter gehen“
und Sw1 sagt, dass sie sich damit noch nicht auseinandersetzt habe, aber wenn, dann
würde sie den Zahlenstrahl wählen. Der Zahlenstrahl wird ansonsten allen bis auf Sm6
vorgelegt, mit der Frage verbunden, ob hiermit eine Veranschaulichung möglich sei.
Diese Möglichkeit sehen alle, wobei Sw5 Schwierigkeiten mit dem Zahlenstrahl hat,
da sie sich fragt, wie sie „dann das A mit in den Zahlenstrahl“ kriegt. Die Aussage A
wird bei dieser Veranschaulichung natürlich auch nicht miteinbezogen. Hieraus kann
man folgern, dass die Teilnehmer das Induktionsprinzip in den Veranstaltungen bisher
fast ausschließlich im Zusammenhang mit Aussagen besprochen haben und es nicht
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vorrangig als Eigenschaft von N gesehen wird.
Als im Anschluss das „Prinzip der Vererbung“ genannt wird, können ebenfalls fast alle
eine mögliche Erklärung für diese Wortwahl geben. Allerdings gibt es auch wieder die
Anmerkung, dass es zwar ein Bild für das Nachfolgerprinzip sei, aber die Aussage würde
auch hier nicht berücksichtigt.
Sm1 und Sw2 greifen zu einem späteren Zeitpunkt wieder auf eine Visualisierung
mit Hilfe des Zahlenstrahls zurück. Sm1 nutzt ihn zur Verdeutlichung der Vorwärts-
Rückwärts-Induktion (6.3 auf Seite 104) und Sw2 bei der Erläuterung des Beweises zu
den Primzahlen mit Hilfe des Wohlordnungsprinzips ((vgl. S. 107). Da der Zahlenstrahl
allerdings bereits vorher als Visualisierungsmöglichkeit für die Vollständige Induktion
vorgelegt wurde, ist an dieser Stelle nicht zu beurteilen, ob die beiden Studierenden auch
andernfalls auf den Zahlenstrahl zurückgegriffen hätten.
Ansonsten bietet dieses Thema nicht viele Möglichkeiten, z. B. exemplarische Veran-
schaulichungen zu nutzen. Bei einem Beweisprinzip sind Beispiele nicht immer hilfreich
und insofern wundert es nicht, dass lediglich einmal irrtümlicherweise ein Gegenbeispiel
als Beweis gewertet wird (vgl. S. 106) und nur Sw3 bei dem Beweis zum Induktionsprinzip
mit den Beispielwerten A(1) und A(2) argumentiert (vgl. S. 108).
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7.1. Aufbau des Interviews
Das Interview zum Thema Abbildungen wird im Anschluss an die Behandlung dieses
Themengebietes in der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ geführt. Da man
in Vorlesung und Übung bereits zum Thema Relationen übergegangen ist, kann davon
ausgegangen werden, dass der genaue Tag in der Woche, an dem das Interview mit dem
jeweiligen Studierenden durchgeführt wird, für das durch die Veranstaltung erworbene
Wissen in diesem Bereich wenig Relevanz hat.
Entsprechend der in Einleitung 4.3 genannten allgemeinen Struktur der Interviews
gibt es bei diesem Interview vier große Abschnitte:
• Abbildungen allgemein
• Injektivität, Surjektivität, Bijektivität
• Hintereinanderausführung von Abbildungen
• Bisher nicht behandeltes Thema: Monotonie
Der erste Unterpunkt ist mit dem Ziel verbunden, das grundlegende Verständnis des
Abbildungskonzepts zu untersuchen. Die Einstiegsfrage „Was ist eine Abbildung“ wird be-
wusst sehr allgemein gehalten, so dass nicht vorgegeben ist, ob seitens der Studierenden
z. B. ein formaler oder ein exemplarischer Einstieg gewählt wird. Über die verschiedenen
Themen und Interviews hinweg soll mit Hilfe solcher offenen Fragen untersucht werden,
ob sich bei den einzelnen Personen Muster bei den Erklärungen zeigen, z. B. wiederkeh-
rende Präferenz bei der Wahl der verschiedenen Erklärungsmöglichkeiten (generische
oder exemplarische Veranschaulichungen, formale Definitionen). Anschließend sollen
dann abhängig von den genannten Erläuterungen des Interviewpartners die einzelnen
Komponenten, die zum vollständigen Verständnis eines mathematischen Begriffs gehö-
ren (in diesem Fall ’Abbildungen’), angesprochen werden (vgl. Kapitel 3), indem nach
Beispielen, einer Definition und/oder einer anschaulichen Vorstellung gefragt wird.
Das Thema dieses Interviews nimmt im Rahmen der Studie FDSA eine Sonderstellung
ein, da Abbildungen bereits in der Schulmathematik vorkommen und folglich jeder Stu-
dierende ein persönliches Vorverständnis mitbringt. Dies sollte sich besonders bei den
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Beispielen und den Veranschaulichungen zeigen, da diese im Mathematikunterricht der
Schule im Mittelpunkt stehen. Um Verbindungen zwischen den verschiedenen Elemen-
ten eines mathematischen Begriffsverständnisses zu betonen, wird bei einem explizit
vom Studierenden genanntem Beispiel nach dem Bezug desselben zur allgemeingültigen
Definition gefragt (Definitionsmenge, Zielmenge, Abbildungsvorschrift). Die Nachfragen
erscheinen wichtig, da in der Schule die Definitions- und Zielmenge häufig nicht explizit
benannt werden. Bei der Frage nach einer möglichen ikonischen Veranschaulichung
einer Abbildung gehen wir durch die bekannte Herangehensweise in der Schule davon
aus, dass vor allem der Graph im kartesischen Koordinatensystem genannt wird. Durch
das persönliche Vorverständnis und die entsprechend vorhandenen Prototypen motiviert,
wird an dieser Stelle eine Studie von Tall und Bakar aufgegriffen und teilweise in ähnli-
cher Form mit den Studierenden durchgeführt (siehe Abschnitt 7.3). Allerdings haben die
Studierenden neben dem Graphen in der universitären Veranstaltung noch eine weitere
nützliche Veranschaulichung kennengelernt, das Venn-Diagramm. Außerdem hat in der
ersten Pilotstudie in Osnabrück ein Student sich Abbildungen in der Regel mit Hilfe
von Wertetabellen verdeutlicht, so dass abzuwarten bleibt, welche Visualisierungen die
teilnehmenden Studierenden tatsächlich nutzen.
Im zweiten Teil des Interviews, der sich thematisch mit den Eigenschaften injektiv,
surjektiv und bijektiv beschäftigt, wird als Einstieg wieder eine offene Frage gestellt,
indem die Verbindung dieser Eigenschaften mit dem Begriff Abbildung thematisiert
wird. Hierbei stehen formale Fertigkeiten und Veranschaulichungen im Mittelpunkt. Es
ist eine direkte Frage nach der „Vorstellung“ zu diesen Begriffen geplant. Hier ist zu
erwarten, dass viele für die Erläuterungen auf Venn-Diagramme zurückgreifen werden.
Diese Visualisierung ist aus der Vorlesung bekannt. Hingegen wurde bisher nicht über das
Besondere der drei Eigenschaften in Bezug auf den Graphen gesprochen. Deshalb sollen
die Besonderheiten des Graphen einer injektiven, surjektiven oder bijektiven Abbildung
im Interview thematisiert werden, um zu sehen, inwiefern sich die Studierenden bereits
mit der Visualisierung am Graphen befasst haben und falls nicht, ob es Schwierigkeiten
bereitet, die Eigenschaften mit Graphen in Verbindung zu setzen.
Direkt nach der genannten Einstiegsfrage zu den drei Eigenschaften wird nach der
formalen Definition gefragt. Hier soll geschaut werden, inwieweit eine Formalisierung in
Quantorenschreibweise gelingt, auch wenn natürlich nicht beurteilt werden kann, ob die
formale Schreibweise eventuell lediglich auswendig gelernt wurde. Darüber hinaus soll
bei Schwierigkeiten mit der formalen Schreibweise überprüft werden, wie der jeweilige
Studierende auf der anderen Seite mit der anschaulichen Darstellung und der freien
Erklärung dieser Begriffe umgeht. Nachdem es dabei zunächst um das Aufstellen eines
formalen Ausdrucks ging, geht es im nächsten Schritt um das Verständnis formaler Aus-
drücke. Hier werden Ausdrücke in Quantorenschreibweise gezeigt, die syntaktisch zwar
einen Bezug zu einer der drei Definitionen, allerdings eine andere Bedeutung haben. Es
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soll analysiert werden, wie die Studierenden auf diese Ausdrücke reagieren, ob sie die Be-
deutungsunterschiede bemerken oder sie irrtümlicherweise ebenfalls als Definition einer
der drei Eigenschaften ansehen. Falls ein Unterschied bemerkt wird, bleibt festzustellen,
inwiefern dieser neue Ausdruck richtig interpretiert und verstanden wird, so dass seine
Bedeutung richtig erklärt werden kann. Da beim Zeigen dieser sechs formalen Ausdrücke
mit Hilfe des Eye-Trackers die Blickbewegungen aufgezeichnet werden, ist es neben der
rein inhaltlichen Analyse interessant, diese Daten auf Besonderheiten in Bezug auf das
Vorgehen beim Erfassen einer formalen Zeichenkette zu untersuchen. Hierbei scheint
eine spannende Frage zu sein, ob es einen möglichen Bezug zum präferierten Denkstil,
dem prädikativen und funktionalen Denken, gibt.
Bei der abschließenden Aufgabe zum Thema Injektivität, Surjektivität und Bijektivität
sollen die bei der Beantwortung gegebenen Begründungen näher betrachtet werden,
um zu analysieren, auf welche Art und Weise (anschaulich, formal, exemplarisch) die
Erklärungen erfolgen und an welcher Stelle sich eventuell Schwierigkeiten ergeben.
Der dritte Teil des Interviews, der sich mit der Komposition von Abbildungen beschäf-
tigt, ist recht kurz. Das Ziel liegt hier nicht darin, eine vollständige Definition zu erhalten,
sondern lediglich eine kurze Erklärung was darunter zu verstehen ist. An dieser Stelle
geht es darum zu erfahren, ob die Studierenden sich die Komposition veranschaulichen
und eventuell mit einer Veranschaulichung arbeiten. Dazu werden die Studierenden
vorab, falls es nicht von den Studierenden selbst genannt wird, nach der Bedeutung
der Schreibweise f ◦ g gefragt, so dass bei der Frage nach einer Veranschaulichung al-
le wissen, dass die Abbildung f nach der Abbildung g durchgeführt wird. In der Ver-
anstaltung wurde zu diesem Begriff keine Visualisierung gegeben, so dass wir davon
ausgehen, dass die Studierenden größtenteils eigene Überlegungen angestellt haben,
falls sie eine Veranschaulichung nennen. Allerdings zeigt sich in den Interviews, dass
die Bachelor-Studierenden, die Hälfte der Teilnehmer, in dem Maple-Praktikum eine
Veranschaulichung gesehen haben und diese entsprechend hier auch alle nennen, wenn
auch die Nützlichkeit derselben unterschiedlich eingestuft wird. Als Abschluss dieses
Teils wird eine Veranschaulichung aus dem Lehrbuch „Lineare Algebra“ von Beutelspa-
cher [BEUTELSPACHER 2003, S. 9] gezeigt mit der Bitte, diese zu erklären, eine Bewertung
abzugeben, den persönlichen Nutzen einer solchen Veranschaulichung einzuschätzen
und je nach Vorwissen mit der eigenen Veranschaulichung zu vergleichen.
Im letzten Teil der Interviews wird in der Regel etwas bis dato Unbekanntes angespro-
chen. In diesem Interview ist es das Thema Monotonie. Der Begriff, beziehungsweise
die anschauliche Deutung am Graphen wird zwar den meisten bereits aus der Schule
bekannt sein, aber im Interview steht die formale Definition im Mittelpunkt. Dazu er-
halten die Studierenden eine formale Definition mit einer Lücke, in die eine mögliche
Bezeichnung für dieses Konzept eingesetzt werden soll (streng monoton fallend). Da sie
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die Bedeutung dieses formalen Ausdrucks erarbeiten müssen, wird hier also das Verständ-
nis formaler Definitionen untersucht. Nachdem diese Definition durchleuchtet wurde,
werden den Studierenden nacheinander noch zwei weitere Definitionsversuche zur Eigen-
schaft „streng monoton fallend“vorgelegt. Hierbei ist zu analysieren, inwieweit alle drei
verstanden werden und an welchen Stellen sich Schwierigkeiten ergeben. Zwei der drei
gegebenen Beschreibungen sind typische Definitionen dieses Begriffs aus Lehrwerken,
so dass aus dem Vergleich der beiden Informationen gezogen werden können, welche
Ausdrücke für Studienanfänger zugänglicher sind und wo mögliche Verständnisprobleme
liegen.
Anschließend sollen von den Studierenden Möglichkeiten des Veränderns der formalen
Ausdrücke zusammen mit der jeweiligen Bedeutungsänderung genannt werden. Das Ziel
liegt darin, die Eigenschaften monoton fallend bzw. steigend und die strenge Monotonie
mit den entsprechenden formalen Ausdrücken in Verbindung zu setzen. Abschließend
wird je nach zeitlicher Dauer des bisherigen Interviews noch über Zusammenhänge
zwischen der Monotonie und bisher Bekanntem gesprochen. Dadurch ergeben sich Fra-
gen nach einer möglichen Verbindung der Monotonie mit den Eigenschaften injektiv,
surjektiv und bijektiv, sowie mit der Existenz einer Umkehrabbildung.
Insgesamt dauern die Interviews zum Thema Abbildungen jeweils circa siebzig Mi-
nuten, wobei das kürzeste Interview bei 55 Minuten und das längste bei 79 Minuten
liegt.
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7.2. Planung des Interviews
Ich möchte mit dir heute über Abbildungen sprechen.
• Was ist eine Abbildung?
• Wie lautet denn die formale Defintion einer Abbildung?
• Worin liegt der Unterschied zwischen diesen beiden Pfeilen? (Kann man auch
f : A 7→B schreiben?)
• Kannst du mir bitte ein Beispiel für eine Abbildung nennen? Setze das mit der
formalen Definition in Verbindung (Entsprechungen).
• Wie stellt du dir eine Abbildung bildlich vor? Gibt es noch eine andere Darstel-
lungsmöglichkeit? (Venn-Diagramme, Graph, Wertetabelle)
• Eye-Tracker: Graphen von Abbildungen bzw. Nicht-Abbildungen und algebraische
Vorschriften werden präsentiert.
Injektivität, Surjektivität, Bijektivität
• Kannst du dann jetzt bitte noch die Begriffe „injektiv “, „surjektiv“ und „bijektiv“
damit in Verbindung setzen?
• Wie sind diese Begriffe formal definiert?
• Eye-Tracker: Richtige und falsche Definitionen
∀ x ∈ M ∃ y ∈ N : f (x) = y
∀ y ∈ N : | f −1(y)| ≥ 1
∀ x1, x2 ∈ M : x1 = x2 ⇒ f (x1) = f (x2)
∀ y ∈ Bi ( f ) ∃! x ∈ M : f (x) = y
∃ x ∈ M ∀ y ∈ N : f (x) = y
∃ y ∈ N ∀ x ∈ M : f (x) = y
• Was stellst du dir unter diesen Begriffen vor?
• Gib bitte Beispiele für eine injektive, eine surjektive und eine bijektive Abbildung
an.
• Was sagst du zu folgenden Venn-Diagrammen?
• Was ist das Besondere dieser Eigenschaften in Bezug auf den Graphen?
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Jetzt wollen wir uns mit einer Aufgabe beschäftigen.
Aufgabe
a) Es seien A und B nicht-leere endliche Mengen und f : A→B eine Abbildung.
1. Welche Beziehung besteht zwischen
∣∣ f (A)∣∣ und |A|?
2. Welche Beziehung besteht zwischen |A| und |B |, wenn f injektiv ist?
3. Welche Beziehung besteht zwischen |A| und |B |, wenn f surjektiv ist?
4. Welche Beziehung besteht zwischen |A| und |B |, wenn f bijektiv ist?
b) Es seien A und B nicht-leere endliche Mengen mit |A| = |B |. Weiterhin sei f : A→B
eine Abbildung. Welche Eigenschaften sind äquivalent zu „ f ist injektiv“?
Weiterführende Fragen:
• Warum steht dort, das die Mengen „nicht-leer“ sind?
• Was bedeutet es, dass zwei Aussagen / Eigenschaften äquivalent sind?
• Könnte man die Abbildung f : A→B auch F : A→B nennen?
• Kann man statt A auch B schreiben? Kann man das so umbenennen? Oder statt A
vielleicht C ?
Hintereinanderausführung von Abbildungen
• Was versteht man unter der Hintereinanderausführung von Abbildungen?
• Hast du dazu eine Vorstellung?
• Was sagst du zu folgender bildlicher Veranschaulichung?
Abbildung 7.1.: Hintereinanderausführung von Abbildungen, hier f ◦ g (Entnom-
men aus [BEUTELSPACHER 2003, S. 9])
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Neuer Begriff: Monotonie
• Jetzt gebe ich dir eine Beschreibung mit einer Lücke. Welches Wort würde dort
Sinn machen?
Wir nennen eine reelle Funktion f , wenn für x1 < x2 stets
f (x1)> f (x2) ist.
Wir nennen eine reelle Funktion f , wenn für je zwei reelle
Zahlen x1, x2 gilt: Aus x1 < x2 folgt f (x1)> f (x2).
Wir nennen eine reelle Funktion f , wenn für je zwei reelle
Zahlen x1, x2 gilt: Wenn x2 rechts von x1 liegt, dann liegt f (x2) unterhalb von
f (x1).
• Wie könnte man es nennen? (Nur die erste Definition liegt vor.)
• Wie stellst du dir das anschaulich vor? (Nur die erste Definition liegt vor.)
• Was passiert, wenn man die Zeichen verändert? Welche Zeichen würdest du verän-
dern? ( statt < ≤, monoton wachsend/monoton fallend, strenge Monotonie)
• Nun lege ich dir zwei weitere Beschreibungen vor. Was sagst du dazu? Welche
findest du gut? Was findest du gut daran?
• Gibt es einen Zusammenhang zwischen den Begriffen injektiv, surjektiv, bijektiv
und der Monotonie?
• Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Monotonie und der Existenz einer
Umkehrabbildung? Dazu erst Erklärung, was eine Umkehrabbildung ist.
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7.3. Mentale Prototypen beim Abbildungskonzept
Da Abbildungen bereits Bestandteil der Schulmathematik sind, bringen alle Studienan-
fänger ein Vorverständnis mit. Deshalb soll nun näher auf die Art des Vorverständnisses
und möglicherweise damit zusammenhängende Schwierigkeiten eingegangen werden.
Die Schulmathematik liefert in der Regel eine Liste von Prototypen. Diese werden wahr-
scheinlich auch bei Studierenden noch eine entscheidende Rolle spielen, allerdings muss
das Verständnis zu Abbildungen zu diesem Zeitpunkt entscheidend darüber hinausgehen.
In diesem Unterkapitel ist vor der Darstellung der Untersuchungsergebnisse näher auf
die Prototypentheorie einzugehen und es werden Ergebnisse einer Studie von Tall und
Bakar [TALL&BAKAR 1992] vorgestellt, da Aufgaben aus dieser Studie in leicht abgewan-
delter Form auch in der Studie FDSA verwendet werden.
In der klassischen Theorie des allgemeinen Begriffserwerbs geht man davon aus, dass
die definierenden Eigenschaften oder abgrenzenden Merkmale eines Begriffes im Mit-
telpunkt stehen [vgl. WOOLFOLK 2008, S. 351]. In den 70er Jahren rückte die Prototypen-
theorie immer mehr in den Vordergrund. Hiernach erfolgt die Einordnung aufgrund
einer hinreichenden Ähnlichkeit zu Musterbeispielen. Während nach der klassischen
Theorie objektives Wissen weitergegeben wird, ist das Verständnis nach der Prototy-
pentheorie subjektiv und eine mentales Modell des Individuums [vgl. LAMBERT 2003,
S. 96]. Bei der klassischen Theorie des Begriffserwerbs stehen die relevanten Merkmale
im Mittelpunkt, da diese vom Lerner erfasst und gespeichert werden müssen, hingegen
werden bei den Prototypen charakteristische Eigenschaften betont. Laut Rosch werden
die „besten Beispiele“ abgespeichert [vgl. ROSCH&MERVIS 1975, S. 574], mit denen dann
verglichen wird und je nach Grad der Ähnlichkeit erfolgt dann eine Entscheidung für oder
gegen die Einordnung zum jeweiligen Begriff. So haben Untersuchungen zum Beispiel
gezeigt, dass für die Deutschen der typischste Vertreter des Begriffs „Vogel“ der Spatz
ist. Im mentalen Modell eng mit dem Begriff Vogel verbunden ist die Eigenschaft des
Fliegens. Allerdings handelt es sich hierbei lediglich um ein charakteristisches und kein
relevantes Merkmal, da nicht jeder Vogel fliegen kann (Pinguin) und nicht alle Tiere,
die fliegen können sind Vögel (z. B. das Säugetier Fledermaus). Jedoch werden solche
charakteristischen Eigenschaften häufig als relevant angesehen, sodass der Begriff ver-
glichen mit dem biologischen Klassifikation nicht richtig und vollständig erfasst wurde.
An der Eigenschaft des Fliegens sieht man, dass es schwer fällt, Begriffe wie ’Vogel’ mit
der klassischen Theorie zu erklären. Darüber hinaus zeigen Studien, dass häufig auf
Prototypen zurückgegriffen wird, da ein Rotkehlchen z. B. als besserer Repräsentant des
Begriffs ’Vogel’ eingestuft wird als ein Huhn oder ein Pinguin. Also wird ein Objekt mit
den vorhandenen Mustern verglichen und ihnen als ähnlich oder unähnlich eingestuft.
Bei der Prototypentheorie muss berücksichtigt werden, dass nicht alle Begriffe eindeutig
definierbar sind. Entscheidend für ein umfassendes Verständnis eines Begriffs sind die
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Erfahrungen mit vielen Beispielen beziehungsweise Nicht-Beispielen. Allerdings hat auch
die Prototypentheorie ihre Grenzen, wenn z. B. sehr abstrakte Begriffe wie „Gerechtigkeit“
erlernt werden sollen [vgl. MIETZEL 2003, S. 203].
In der modernen Mathematik, die auf einem axiomatischen Zugang fußt, gibt es in
Bezug auf Begriffsdefinitionen eine Besonderheit, da von Objekten mit vorgegebenen
Eigenschaften und Beziehungen zwischen Objekten ausgegangen wird, so dass man auf
diese Weise ein widerspruchsfreies und präzises Gebäude entsteht (siehe 3.2). Dieser
Besonderheit entsprechend ist vor allem die universitäre Mathematik sehr von Definitio-
nen geprägt, so dass die einzelnen Objekte der Mathematik nach und nach aufeinander
aufbauend eingeführt werden. Jedoch haben Studien gezeigt, dass auch Mathematiker
häufig mit prototypischen Repräsentanten arbeiten [vgl. LAMBERT 2003, S. 98]. Sie wählen
dabei zum Teil eine Herangehensweise, die einen Begriff als das ansehen, was er „nicht
nicht ist“. Auch in der Schulmathematik wird mit Nicht-Beispielen gearbeitet und die
aktuellen Schulbücher zeigen die Tendenz, erst mit Beispielen und Nicht-Beispielen
einzusteigen, bevor dann erst im nächsten Schritt Merkmale herausgearbeitet werden,
die auch für eine formale Begründung herangezogen werden können [vgl. MIETZEL 2003,
S. 204]. Insofern kann nicht davon ausgegangen werden, dass die Studierenden beim
Umgang mit dem Begriff Abbildungen lediglich mit der in der Veranstaltung gegebenen
Definition arbeiten, sondern es gehören auch prototypische Beispiele zu ihrem mentalen
Modell des Begriffs.
Um Näheres über die Art der mentalen Prototypen in Bezug auf das Abbildungskonzept
zu erfahren, haben Tall und Bakar Untersuchungen mit Schülern und Studienanfängern
durchgeführt.
Eine ihrer Hypothesen lautet, dass Schüler auch beim Abbildungskonzept Prototypen
entwickeln und bei der Konfrontation mit einer Vorschrift bzw. einem Graphen abglei-
chen, inwieweit das Gezeigte zu den vorhandenen Prototypen passt. Auch gemäß der
britischen Lehrpläne werden Abbildungen in der Schule häufig mit Hilfe von Beispielen
gelehrt und dementsprechend ist eine gute Auswahl bei den Beispielen sehr wichtig,
damit nicht eine falsche Akzentuierung oder Einschränkung unterstützt wird. Im Rah-
men ihrer Untersuchung haben Tall und Bakar sowohl 28 britischen 16- bis 17-jährigen
Schülern als auch 109 Studienanfängern, die sich mit mathematischen Studieninhalten
beschäftigen, Graphen und Vorschriften vorgelegt (vgl. 7.2 Abb. 7.3). Die Aufgabe bestand
darin, jeweils anzugeben, ob es sich hierbei um eine Abbildung handeln könne. Dass
bei den britischen Teilnehmern der Studie gravierende Fehlvorstellungen zum Vorschein
kamen, sieht man bereits an folgendem Ergebnis:
For example, threequarters of the sample of students starting a university
mathematics course considered a constant function is not a function in at
least one of its graphical or algebraic form, and threequarters thought that a
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circle is.[TALL&BAKAR 1992, S. 39]
Da sich nicht nur die Schüler, sondern auch die Studienanfänger häufig falsch entschie-
den haben, werden die in der Studie von Tall/Bakar gezeigten Graphen und Vorschriften
auch den an der Studie FDSA teilnehmenden Studierenden im Interview zum Thema
Abbildungen präsentiert. Die Studienanfänger bei Tall/Bakar haben an der Untersuchung
teilgenommen, bevor das Abbildungskonzept in irgendeiner Art und Weise im Studium
behandelt wurde. Bei dieser Untersuchung wurden damals nur von acht Studierenden
alle Fragen richtig beantwortet.
Daraus ergab sich die Frage, wie diese Aufgaben nach der Behandlung des Themas
Abbildungen in der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ beantwortet werden. In
der Studie FDSA soll untersucht werden, ob weiterhin häufig mit Hilfe von Prototypen
argumentiert wird oder welche Argumentationen nun in den Vordergrund treten. Da die
Aufgaben im Rahmen eines Interviews besprochen werden, erhält man bei der Studie
FDSA zusätzlich zur Entscheidung Erläuterungen der Studierenden zu ihren Antworten.
Abbildung 7.3.: Entnommen aus [TALL&BAKAR 1992, S. 47]
Die Graphen und Vorschriften werden im Rahmen der Studie FDSA nach den Einstiegs-
fragen zum Verständnis einer Abbildung gezeigt.
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(a) Erste Aufgabe (b) Zweite Aufgabe (c) Dritte Aufgabe
(d) Vierte Aufgabe (e) Fünfte Aufgabe (f) Sechste Aufgabe
(g) Siebte Aufgabe (h) Achte Aufgabe (i) Neunte Aufgabe
(j) Zehnte Aufgabe
Abbildung 7.2.: Verwendete Aufgaben; entnommen aus [TALL&BAKAR 1992]
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Von den zwölf Teilnehmern der Studie FDSA beurteilen zehn alle Graphen bzw. Vor-
schriften richtig. Lediglich Sw1 klassifiziert einerseits die Graphen c, g und h irrtümli-
cherweise nicht als Graph einer Abbildung und andererseits können ihrer Meinung nach
durch die Graphen d und f Abbildungen beschrieben werden. Außerdem hält sie die
Kreisvorschrift (1= x2+ y2) und die Vorschrift y =±p4x−1 für Abbildungsvorschriften,
wohingegen sie „y = 0, wenn x eine rationale Zahl ist“, nicht als Abbildungsvorschrift
einstuft. Ansonsten gibt es nur einmal bei der Umformung des Ausdrucks x2+ y2 = 1
Probleme, so dass daraufhin kein plus/minus im Term vorkommt und die Vorschrift
durch einen Folgefehler als Abbildungsvorschrift klassifiziert wird. Zusammenfassend
scheint es bei dieser Aufgabe keine sehr großen Schwierigkeiten zu geben.
Es fällt auf, dass einige Studierende bei der Analyse der Vorschriften gar nicht mit
dem Graphen als ikonische Repräsentationsform arbeiten, sondern sich rein formal
überlegen, ob es bei der jeweiligen Vorschrift möglich ist, dass ein x-Wert auf mehr als
einen y-Wert abgebildet wird. Sm3 denkt z. B. erst auf Nachfrage über den Graphen von
y = x2 nach, wobei ihm dieses keine Probleme bereitet. Insgesamt zeigen sich bei den
Erklärungen zu den gegebenen Vorschriften zwei Herangehensweisen. Auf der einen Seite
gibt es Studierende, die formal argumentieren, „hier wird jedem x-Wert genau ein y-
Wert zugeordnet“, wohingegen eine andere Gruppe immer anhand des entsprechenden
Graphen argumentiert, z. B. „das ist eine Abbildung, das ist eine Hyperbel“. Unabhängig
von der Art der Argumentation scheint es allerdings für alle teilnehmenden Studierenden
Prototypen für Abbildungen zu geben, da z. B. zu Beginn des Interviews von vielen
Studierenden als erstes die Normalparabel, ein nicht gerade einfaches Beispiel für eine
Abbildung, angegeben wird. Die Abbildungsvorschrift y = x2 wurde auch bei der Studie
von Tall/Bakar als Prototyp für eine Abbildung eingestuft. Insofern scheint diese Vorschrift
eng mit dem Konzept einer Abbildung verknüpft zu sein. Dieser Prototyp wird von den
Teilnehmern der Studie FDSA allerdings häufig nur in Kombination mit einer mehr oder
weniger formalen Definition einer Abbildung genannt. Gerade bei den vorgegebenen
Graphen wird in fast allen Fällen mit der formalen Definition argumentiert, ob es einen
bzw. mehrere y-Werte für einen x-Wert gibt. So argumentiert Sm1 z. B. bei dem Graphen
b:
Sm1: Wenn da wieder die senkrechte Achse die y-Achse ist, ist das keine.
Außerdem sieht man an diesem Zitat, dass nicht ausschließlich von der Standarddar-
stellung ausgegangen wird, wie von Tall/Bakar angenommen, in der die waagerechte
Achse die x-Achse darstellt. Einige Studierenden sehen hier Variationsmöglichkeiten, so
dass der zweite Graph z. B. für Sm1 und Sm2 keine Abbildung darstellt, „wenn man die
Waagerechte als x-Achse betrachtet“ (Sm2).
Bei Sw1 kommt die bereits bei Tall/Bakar erwähnte Schwierigkeit mit der Kreisfunktion
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zum Vorschein. In ihrer Erklärung, warum es sich bei e (Viertelkreis) um den Graphen
einer Abbildung handelt, sagt sie, dass es ja ein Kreis, eine Kreisfunktion sei, wenn es
im negativen Bereich weitergehen würde. Hier versucht sie den Graphen auf den Kreis
zurückzuführen und somit als Argument dafür zu verwenden, dass es eine Abbildung
ist. Auch die Betonung des Wortes ’Funktion’ am Ende unterstreicht noch einmal, dass
der Kreis für sie in gewisser Weise ein Prototyp für einen Graphen einer Abbildung zu
sein scheint. Bei den Graphen g und h ist es für Sw1 ein Problem, dass sie keine explizite
Vorschrift zu den Graphen angeben kann. Sie entscheidet sich dann schließlich dafür,
dass es sich nicht um Abbildungen handeln kann. Auch Sw4 überlegt bei den Graphen
g und h längere Zeit, da sie keine Vorschriften kennt, sagt aber im Endeffekt, dass es
Abbildungen seien, da ansonsten nichts dagegen spräche. Die übrigen Studierenden, die
nähere Erklärungen abgeben, gehen von der formalen Definition aus, so dass sich keine
Probleme ergeben, da jedem x-Wert immer genau ein y-Wert zugeordnet wird.
Der Graph g erinnert an eine stückweise linear definierte Abbildung. Bei der siebten
Vorschrift handelt es sich um eine derartige Definition, aber anders als bei dem Graphen
g scheint die Unterteilung des Definitionsbereichs an dieser Stelle keine Schwierigkeit
darzustellen. Bei dieser Abbildungsvorschrift wird hingegen eher der Sonderfall der Null
betont. Viele Studierende denken längere Zeit nach und weisen darauf hin, dass sie eine
Unterteilung des Definitionsbereichs ohne Überschneidung in den Bereichen bevorzugen
würden:
Sm6: Nicht problematisch, aber nicht optimal, [...] wenn x gleich Null ist, dann
kann man sich ja quasi den Fall aussuchen, [...] wobei beides dann y
gleich Null wird.
Diese Besonderheit wird aber nie als Kriterium dafür gesehen, dass es sich nicht
um eine Abbildung handeln würde. Im Gegensatz dazu zeigte sich in der Studie von
Tall/Bakar:
Their comments support the hypothesis that their prototypes are usually “gi-
ven by a formula“, which tends to have a recognizable shape have a “smooth“
graph, seem “regular“ and so on. [TALL&BAKAR 1991, S. 108]
Die Teilnehmer der Studie FDSA scheinen also bereits eine abstraktere und damit
formalere Vorstellung zu besitzen, so dass der Graph nicht ’glatt’ zu sein braucht. Aber
natürlich haben sie mit hoher Wahrscheinlichkeit stückweise definierte Abbildungen im
Rahmen ihres Studiums auch bereits gesehen und sich somit mit diesem Phänomen
beschäftigt.
Durch die zusätzlichen mündlichen Erläuterungen der Studierenden und der damit
verbundenen Möglichkeit Nachfragen zu stellen, kommt bei der Studie FDSA eine Schwie-
rigkeit zum Vorschein, auf die bei Tall/Bakar aufgrund der verwandten schriftlichen
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Methode nicht vertiefend eingegangen werden kann. Das häufigste Problem bei der
vorliegenden Studie liegt nämlich im Umgang mit der jeweiligen Definitionsmenge einer
Abbildung. So hat etwa Sm4 Probleme, Abbildungen als solche zu erkennen, wenn der
Definitionsbereich nicht gleich R ist. Sm4 sagt zu der Vorschrift „y = 0, wenn x eine
rationale Zahl ist“, dass er „noch ’ne Bedingung“ bräuchte. Er geht davon aus, dass
grundsätzlich die reellen Zahlen die Definitionsmenge bilden und da die irrationalen
Zahlen bei der Vorschrift nicht vorkommen, fehlt ihm noch die Vorschrift für diese Men-
ge. Im Gegensatz zu anderen, die darauf hinweisen, dass die reellen Zahlen hier gerade
nicht als Definitionsmenge gewählt wurden, hat er ein anderes Verständnis, so dass diese
Vorschrift in seinen Augen nicht vollständig sein kann. Hier ist wahrscheinlich wieder
eine Fehlvorstellung in Bezug auf das Konzept einer Abbildung vorhanden und zwar,
dass einer Abbildung immer der Definitionsbereich R zu Grunde liegt.
Auch Tall/Bakar haben in Bezug auf den Definitionsbereich Besonderheiten festgestellt:
As all functions studied by the students (polynomials, trigonometric functions
etc.) are defined by a formula, this suggests a prototype of a function being
“naturally defined everywhere the formula is defined“, leading to unease with
“artificial“ functions such as the top half of a circle. [TALL&BAKAR 1991, S. 107]
Diese Beobachtungen werden bei der vorliegenden Studie nicht gemacht, da z. B.
der Viertelkreis und der Halbkreis immer korrekt als Graph einer Abbildung eingestuft
werden. Bei diesen beiden Graphen wird im Anschluss an die Einteilung explizit nach
dem Definitionsbereich gefragt und es ist erstaunlich, dass beim Viertelkreis häufiger,
z. B. von Sw3 und Sm6, die Antwort R+ gegeben wird. Sie erklären zwar richtig, dass die
negativen Zahlen ausgeschlossen werden müssen, da diesen Werten kein Funktionswert
zugeordnet wird, jedoch wird nicht berücksichtigt, dass eine analoge Argumentation
auch für alle x > r gilt, wobei r der Radius des Kreises sei. Wahrscheinlich wird lediglich
beachtet, dass die negativen Zahlen nicht zum Definitionsbereich gehören. Nachdem
dann bemerkt wird, dass die Abbildung ab dem Wert x = 0 definiert ist, denken sie
möglicherweise gar nicht weiter darüber nach, dass die Definitionsmenge auch noch
nach oben beschränkt sein kann. Vielleicht liegt hier wieder eine Fehlvorstellung vor,
dass die Definitionsmenge entweder R, R+, R∗+ oder R− sein muss.
Da es in der Studie von Tall/Bakar viele Probleme mit der vorgelegten konstanten
Funktion gibt, wird in der Studie FDSA zusätzlich noch ein Graph eingefügt, der eine
Parallele zur vertikalen Achse zeigt. Bei dieser Aufgabe wird aber von allen bis auf Sm3
sofort erläutert, dass es sich nicht um eine Abbildung handeln könne, da der eine x-Wert
auf viele y-Werte abgebildet würde.
Insgesamt haben die Studierenden mit der Frage, ob es sich bei den gezeigten Graphen
bzw. Vorschriften um Abbildungen bzw. Graphen von Abbildungen handelt, wenig bzw.
gar keine Probleme. Es ist an dieser Stelle nicht entscheidbar, ob Schüler in Deutschland
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ähnliche Probleme hätten wie in der Studie von Tall/Bakar geschildert. Aber auch in
deutschen Schulbüchern (siehe z. B. [SCHMID&WEIDIG 2001], [LERGENMÜLLER&SCHMIDT
2002]) werden in der achten Klasse nach einer kurzen Einführung des Funktionsbegriffs
in den folgenden Teilkapiteln Funktionenklassen, wie ’proportionale Funktionen’ und
’lineare Funktionen’ behandelt. Ebenso kommt man in der elften Klasse z. B. auf die
Bereiche ’Potenzfunktionen’ und den Sinus und Kosinus zu sprechen. Es scheinen also
auch hier im Schulunterricht Beispielklassen im Vordergrund zu stehen, mit denen man
sich dann entsprechend detaillierter auseinandersetzt. Die Studie FDSA zeigt allerdings,
dass es nach einer geeigneten Behandlung des Themas in der Mathematikveranstaltung
der Universität bei den Teilnehmern der Studie keine größeren Probleme mehr in Bezug
auf derart konkrete Graphen und Vorschriften, wie sie in dieser Studie vorgelegt werden,
zu geben scheint. Es wird fast immer mit Hilfe der formalen Definition argumentiert, so
dass die Prototypen nicht mehr die entscheidende Rolle zu spielen scheinen.
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In diesem Abschnitt werden unterschiedliche Fehlvorstellungen, die sich bei den Inhalten
dieses Interviews zeigen, dargestellt und analysiert. Die ersten Fragen des Interviews
zielen darauf ab, Näheres über das Verständnis der Studierenden in Hinblick auf den
Begriff „Abbildungen“ zu erfahren. Bei der Antwort auf die Einstiegsfrage „Was ist ei-
ne Abbildung“ werden seitens der Teilnehmer unterschiedliche Aspekte betont. In der
Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ wurden zwei Definitionen einer Abbildung
genannt, wobei die zweite nur als Zusatz angegeben wurde.
Definition: Seinen M , N Mengen. Eine Abbildung f von M nach N , ist eine
„Vorschrift“ (z. B. Formel, aber nicht nur), die jedem x ∈M genau ein Element
f (x) ∈N „zuordnet“.
Schreibweise:
f : M →N
x 7→ f (x)
Definition: Seien M und N Mengen. Eine Abbildung f von M nach N ist
eine Teilmenge f ⊆M ×N des kartesischen Produkts mit: ∀x ∈M∃ genau ein
y ∈M mit (x, y) ∈R.
Die Einstiegsfrage des Interviews ist bewusst offen gehalten und es werden auch keine
weiteren Vorgaben gemacht, so dass beispielsweise auch kein Bezug zu einer der beiden
Definitionen aus der Vorlesung hergestellt wird.
Sm3: Man steckt irgendwas rein und irgendwas anderes kommt raus.
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Sw1: Eine Abbildung ist, wenn man von einer Menge A auf eine Menge B ab-
bildet, sprich versucht Elemente von der A, öh von der Menge A in B
abzubilden ...
Sm1: Eine Abbildung ist ja eine Abbildungvorschrift eben, [...] die jedem Ele-
ment der einen Menge ein Element der anderen Menge zuordnet. (Auf
Nachfrage Einschränkung auf „genau eins“)
Bei der Frage nach dem Begriff ’Abbildung’ tritt bei Sm3 der Prozess und die eigene
Anschauung in den Vordergrund, wobei nicht näher darauf eingegangen wird, was ’reinge-
steckt’ wird und was ’herauskommt’. Das Vokabular, das in der Mathematik zur Definition
des Begriffs Abbildung genutzt wird (Mengen, Abbildungsvorschrift usw.) kommt hier gar
nicht zum Vorschein. Bei anderen steht hingegen der Begriff ’Menge’ (Definitionsmenge
und Zielmenge) im Mittelpunkt. Die Abbildungsvorschrift wird auch hier nicht näher
beleuchtet und sie wird lediglich in Bezug auf die beiden Mengen erwähnt. In diesem
Punkt geht Sw1 etwas weiter, indem ’Elemente’ der Menge abgebildet werden. Hier wird
allerdings in einem Satz zwei Mal das Verb ’abbilden’ verwendet, um den Begriff Abbil-
dung zu erklären, was ein Hinweis darauf sein könnte, dass ihr die Antwort schwer fällt.
Außerdem spricht sie davon, dass „Elemente von der [...] Menge A“ abgebildet werden,
jedoch fehlt hier eine nähere Erläuterung, dass jedes Element der Menge A auf genau
ein Element der Menge B abgebildet werden muss. Zu einem späteren Zeitpunkt des
Interviews wird bei Sw1 deutlich werden, dass ihr Konzept zu dem Begriff Abbildungen
hier Lücken aufweist, da ihr nicht bewusst ist, dass diese Eindeutigkeit immer gegeben
sein muss. Bei ihr liegt also kein vollständiges Konzept vor. Hingegen enthält die Antwort
von Sm1 alle wesentlichen Inhalte. Er erwähnt sowohl die beiden Mengen, als auch
die Abbildungsvorschrift mit ihrer Eigenschaft, jedem Element der Definitionsmenge
genau ein Element der Zielmenge zuzuordnen. Hier scheint die formale Definition einer
Abbildung umfassend bekannt zu sein.
Besonders während der Erklärungen zu den Begriffen injektiv, surjektiv und bijektiv
kommen Lücken zum Vorschein. Als Sw1 eine Veranschaulichung zu dem Begriff injektiv
zeichnet, erklärt sie ihr Konzept der Injektivität durch Folgendes:
Sw1: Also wenn es injektiv ist, dann bilde ich hier jedes Element auf genau
ein Element ab und dann hab ich halt hier noch Elemente auf die nichts
abgebildet wird.
Das entscheidende Merkmal einer injektiven Abbildung, dass jedes Element des Ziel-
bereichs höchstens einmal angenommen wird, kommt in der Erläuterung von Sw1 nicht
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Abbildung 7.4.: Veranschaulichung zur Injektivität (Sw1)
vor. Insofern ist ihr Konzept unvollständig und zum Teil auch falsch, da sie heraushebt,
dass die Abbildung nicht surjektiv ist. Im ersten Teil betont sie die Wohldefiniertheit der
Abbildung („dann bilde ich hier jedes Element auf genau ein Element ab.“) und für sie
scheint das ein entscheidendes Charakteristikum für eine injektive Abbildung zu sein,
so dass sich die Frage stellt, ob die Wohldefiniertheit für sie dementsprechend nicht
zum allgemeinen Konzept einer Abbildung gehört. Diese Fehlvorstellung scheint sich zu
bestätigen, da sie im weiteren Verlauf des Interviews folgenden Graphen als Graph einer
Abbildung klassifiziert:
Abbildung 7.5.: Entnommen aus [TALL&BAKAR 1992, S. 42]
Neben der Frage, ob jedes Element des Definitionsbereichs nur auf ein Element der
Zielmenge abgebildet werden darf, weist das Konzept des Abbildungsbegriffs der Stu-
dierenden auch insofern Lücken auf, dass bei einer Abbildung nicht zwingendermaßen
alle Elemente des Definitionsbereichs abgebildet werden müssen. Bei Sw1 wird bei der
Definition der Injektivität betont, dass „jedes Element [...] abgebildet wird“, aber auch
dieses scheint wieder ein Charakteristikum der Injektivität zu sein, da der folgende Graph
ihrer Meinung nach eine Abbildung von R→R+ darstellt:
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Abbildung 7.6.: Entnommen aus [TALL&BAKAR 1992, S. 42]
Insgesamt liegt hier ein unvollständiges Konzept einer Abbildung vor. Bei den Erläute-
rungen zur Injektivität werden zwar einige Eigenschaften nachgereicht, aber auch hier
kommen elementare Lücken zum Vorschein und die entscheidenden Eigenschaften des
mathematischen Konzepts der Injektivität kommen gar nicht zur Sprache.
Ähnliche Schwierigkeiten gibt es auch bei der Surjektivität.
Sw1: Wenn’s, öh, surjektiv ist, dann bilde ich halt z. B. auf ein Element mehrmals
ab.
Hier wird die Tatsache, dass ein Element des Zielbereichs mehrmals getroffen werden
kann, in den Fokus gerückt (’nicht Injektivität’) und dieses scheint das entscheidende
Element des Konzepts von Sw1 zu sein. Diese Fokussierung ist insofern fehlerhaft, da
das entscheidende Merkmal, dass alle Elemente des Zielbereichs mindestens einmal
getroffen werden müssen, nicht genannt wird. Stattdessen nennt sie eine Eigenschaft,
die nicht auf alle surjektiven Abbildungen zutrifft, siehe den Spezialfall einer bijektiven
Abbildung. An dieser Stelle ist allerdings nicht abschließend zu beurteilen, ob das „z. B.“
hier andeuten soll, dass die mehrfache Annahme eines Wertes aus dem Zielbereich nicht
zwingend erforderlich ist. Jedoch verdeutlicht auch die zugehörige Zeichnung von Sw1,
Abbildung 7.7, in der alle Elemente des Zielbereichs zwei Mal getroffen werden, dass
dieses Phänomen für sie von großer Bedeutung zu sein scheint.
Als Sw1 auch bei der Abgrenzung der Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv Schwierig-
keiten hat, zeigt sich, dass sie die Konzepte tatsächlich nicht vollständig verstanden zu
haben scheint und es sich bei den Äußerungen nicht nur um Ungenauigkeiten handelt.
So stellt sie sich die Frage, ob injektive und surjektive Abbildungen zwei sich ergänzen-
de Konzepte sind, die sich im Bereich der bijektiven Abbildungen überschneiden und
zusammengenommen alle Abbildungen umfassen.
132
7.4. Mentales Modell und vorhandene Fehlvorstellungen
Abbildung 7.7.: Veranschaulichung der Surjektivität (Sw1)
Sw1: Gibt es Abbildungen, die nicht injektiv und nicht surjektiv zugleich sind?
I: Gibt’s die?
Sw1: Ich würd’ sagen nicht.
I: Warum nicht?
Sw1: Weil eine von den beiden Vorschriften zutreffen muss, weil entweder min-
destens ein Element äh, äh entweder jedes Element mindestens einmal
getroffen sein muss oder jedes Element höchstens einmal getroffen sein
muss oder beides. Weil ... (4 Sekunden) wenn’s jetzt nicht surjektiv ist,
dann ist ... (3 Sekunden) nicht jedes Element höch-, mindestens einmal
getroffen und wenn es nicht injektiv ist, ist nicht jedes Element höchstens
einmal getroffen ... das heißt, es kann sein, dass gar kein Element getroffen
ist.
I: Weißt du’s jetzt? Wieso kann dann kein Element getroffen werden?
Sw1: Ich weiß es nicht. Ähm. ... (6 Sekunden) ich würde halt sagen, dass ’ne
Abbildung entweder surjektiv oder injektiv oder beides sein muss. Also ...
I: Ok. Und diese wär’ das nicht? (Verweis auf den achten Graphen der Studie
von David Tall)
Sw1: Sie ist auf jeden Fall nicht injektiv ... (5 Sekunden) Wobei die Parabel ist ja
auch nicht surjektiv und nicht injektiv. Das ist ja auch ’ne Funktion. (Sw1
hat die Parabel am Anfang des Interviews als Beispiel für eine Abbildung
genannt.)
Hier wird das Verständnis der Begriffe injektiv und surjektiv am Anfang zu weit gefasst,
in dem Sinn, dass alle Abbildungen mindestens eine der beiden Eigenschaften aufweisen.
Der Bedeutungsumfang ist in dem Konzept der Studierenden noch nicht klar abgegrenzt.
Sie widerlegt ihre eigene Behauptung später durch ein explizites Gegenbeispiel (Graph
einer Parabel), nachdem sie zuvor Fehler bei der formalen Negierung der beiden Begriffe
macht und auf diesem Weg nicht ans Ziel gelangt.
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Gegen Ende des Interviews, als nach einem möglichen Zusammenhang zwischen
der Injektivität und der Monotonie in Bezug auf reelle Abbildungen gefragt wird, sagen
mehrere Studierende, dass aus der Injektivität einer Abbildung direkt folgt, dass es sich
um eine streng monoton steigende bzw. um eine streng monoton fallende Abbildung
handelt. Sw4 sagt z. B., dass der Graph „komplett fallend oder komplett durchgehend
steigend sein“ müsse. Der Begriff der Injektivität wird dementsprechend zu eng gefasst.
Natürlich ist ein Graph einer streng monotonen Abbildung ein wesentliches Beispiel
für eine injektive Abbildung, aber die beiden Begriffe sind nicht äquivalent. Vielleicht
wird die prototypische Eigenschaft, die strenge Monotonie, so eng mit dem Begriff der
Injektivität verknüpft, dass hierin schließlich das entscheidende Merkmal gesehen wird.
Oder der Begriff der Abbildung wird hier zu eng gefasst, so dass nur prototypische
Beispiele berücksichtigt werden, die stetig sind. Auf der anderen Seite wurde von etwa
der Hälfte aller Studierenden richtig erklärt, dass eine streng monoton steigende bzw.
fallende Funktion injektiv sei, allerdings die Rückrichtung nicht gelte. Hierzu wurde in
der Regel ein Graph einer injektiven Abbildung gezeichnet, der die strenge Monotonie
nicht erfüllt. Lediglich Sm6 liefert sein Gegenbeispiel nicht ikonisch, sondern symbolisch
in Form einer expliziten Abbildungsvorschrift:
Abbildung 7.8.: Angabe eines expliziten Gegenbeispiels (Sm6)
Bei der Frage, was mit der Hintereinanderausführung von Abbildungen gemeint ist,
wird nur selten auf eine Anschauung zurückgegriffen und stattdessen eher mit Abbil-
dungsvorschriften bzw. einem Beispiel argumentiert. Allerdings kommt bei der Betrach-
tung der Verbildlichung von Beutelspacher (siehe Abb. 7.4) zum Vorschein, dass bezüglich
des Begriffs der Hintereinanderausführung Fehlvorstellungen vorliegen. Bei der Beschrei-
bung dieser Veranschaulichung betont Sw2, dass „nur diese Elemente, die von g über-
haupt getroffen werden, [...] dann weiter mit f abgebildet“ werden und hier liegt auch
die Schwierigkeit von Sw3. Für Sw3 müssen bei f ◦g durch die Abbildung g alle Elemente
des Zielbereichs getroffen werden, da für sie der Definitionsbereich der Abbildung f
gleich dem Zielbereich der Abbildung g sein muss. Für Sw3 ist der Spezialfall, dass der
Zielbereich von g gleich dem Definitionsbereich von f ist, eine Voraussetzung für die
Komposition von Abbildungen. Sie fasst diesen Begriff also zu eng und sie versteht nicht,
warum es in der Veranschaulichung von Beutelspacher bei der mittleren Menge einen
äußeren Ring gibt.
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Abbildung 7.9.: Hintereinanderausführung von Abbildungen, hier f ◦ g (Entnommen aus
[BEUTELSPACHER 2003, S. 9])
Für Sw6 hingegen muss für die Komposition gelten, dass der Bildbereich der Funktion
g eine Obermenge des Definitionsbereichs der Funktion f ist.
Sw6: Also damit man sie gut miteinander verknüpfen kann, muss, der, öh, Bild-
bereich der Funktion, die zuerst ausgeführt wird, öh, wie heißt es, glaub’
ich, ich glaub’ ’ne Obermenge sein von dem Definitionsbereich der zwei-
ten Funktion. Oder anders gesagt der Definitionsbereich der zweiten Funk-
tion muss eine Teilmenge sein vom öh Bildbereich der ersten Funktion.
Weil sonst öh, also, wenn man hier einen Wert hätte im Definitionsbe-
reich, der nicht im Bildbereich ist, von der zweiten Funktion, dann wäre
die ganze Funktion nicht wohldefiniert. [...] Auf jeden Fall könnte es dann
sein, dass man hier x-Werte reinkriegt, mit denen man nichts anfangen
könnte.
Diese Fehlvorstellung ist bei ihrer ersten Erklärung des Begriffs mit eigenen Worten
nicht zum Vorschein gekommen, da Sw6 hier recht allgemein erklärt hat und bei der Frage
nach einer Veranschaulichung den oben bereits angesprochenen Spezialfall zeichnet
(siehe Abb. 7.10).
Sw6: Das ist, wenn man zwei Funktionen hat, beide definiert hat, und dann
sage, ich, führe sie hintereinander aus, das heißt erst, ich nehme einen
x-Wert, tue den erst in die erste Funktion, die macht damit irgendwas und
gibt dann einen Wert zurück aus ihrem Bildbereich, diesen Wert tue ich in
die zweite Def-, öh, Funktion, die macht damit auch irgendwas und am
Ende kommt dann [...] etwas aus dem Bildbereich der zweiten raus.
Das Problem scheint zu sein, dass für Sw6 das Entscheidende darin liegt, dass jedem
Element aus dem Definitionsbereich von f ein Element zugeordnet werden muss, da
die Abbildung sonst nicht wohldefiniert ist. Allerdings müssen die beiden Funktionen
nach Voraussetzung bereits beide wohldefiniert sein und durch die Abbildung g wird
bei der Komposition nicht immer der komplette Definitionsbereich von f benötigt. Das
Problem bei ihrem Ansatz, dass die Elemente des Zielbereichs der Abbildung g , die nicht
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Abbildung 7.10.: Veranschaulichung der Hintereinanderausführung (Sw6)
im Definitionsbereich von f liegen, nicht weiter abgebildet werden können, wird ihr
erst durch die Veranschaulichung von Beutelspacher deutlich und sie sagt auch, dass ihr
das erst dadurch verständlich geworden ist. Obwohl viele Studierende an dieser Stelle
angeben, dass hier eigentlich keine Veranschaulichung nötig sei und diese kein tieferes
Verständnis bringe, scheint sie doch den genannten Fehlvorstellungen vorbeugen zu
können, da sie auf Aspekte hinweist (Definitions- und Zielbereich), mit denen sich einige
zuvor noch nicht ausreichend beschäftigt haben.
Hier zeigt sich, dass Studierende davon profitieren können, wenn ergänzend zur for-
malen Definition auch mit einer möglichst allgemeinen Visualisierung gearbeitet wird, da
hierdurch gewisse Aspekte bewusster werden, die bei der formalen Definition nicht expli-
zit betont werden. Die Allgemeinheit ist hierbei sehr wichtig, da in den Interviews häufig
der Spezialfall für die Veranschaulichung gewählt wird, bei dem durch die Abbildung
g alle Elemente des Zielbereichs angenommen werden und dieser Zielbereich gleich
dem Definitionsbereich von f ist. Damit kann an dieser Stelle natürlich kein vertiefendes
Verständnis erreicht werden.
7.5. Formale Fertigkeiten
Nun wird näher auf die formalen Fertigkeiten der Studierenden eingegangen. Bei die-
sem Interview geht es speziell bei den Begriffen injektiv, surjektiv, bijektiv und bei der
Definition bzw. Verneinung der strengen Monotonie um formale Schreibweisen.
Falls die Studierenden bei der Frage nach den Begriffen injektiv, surjektiv und bijektiv
nicht in der eigenen Erklärung die formalen Definitionen angeben, wird im nächsten
Schritt explizit danach gefragt. Hierbei haben viele Studierende Schwierigkeiten. Bei
den Begriffen surjektiv und bijektiv gelingt die Formalisierung häufig besser als bei der
Injektivität. Dieses könnte damit zusammenhängen, dass die formalen Ausdrücke
∀y ∈N∃x ∈M : f (x)= y
und
∀y ∈N∃!x ∈M : f (x)= y
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den mündlichen Umschreibungen der Studierenden recht ähnlich sind. Hier kann die
Verbalisierung so gesehen direkt in die Quantorenschreibweise übertragen werden. Bei
der Injektivität ist dieses nicht so einfach möglich, da es kein Symbol für „höchstens
eins“ gibt. Einigen Teilnehmern gelingt es überhaupt nicht, eine formale Definition
anzugeben. Andere kommen auf die Faserschreibweise zu sprechen, die zum Teil kurz
in den Kleingruppenübungen angesprochen, jedoch nicht in der Vorlesung behandelt
wurde. Daran sieht man, dass die formale Schreibweise aus der Vorlesung (∀x1, x2 ∈
M : f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2) Schwierigkeiten bereitet. Vielleicht liegt ein Problem bei
der Implikation. Sm6 schreibt die eben genannte Definition zwar zügig auf, aber an
seiner Ergänzung, dass man dies auch verneinen könne, ohne die Aussage zu verändern
( f (x1) 6= f (x2) ⇒ x1 6= x2) zeigt sich, dass die Probleme nicht nur beim Formalisieren,
sondern auch beim Verständnis formaler Ausdrücke liegen. Sm6 merkt an dieser Stelle
die durch die Verneinung bedingte Änderung der Bedeutung nicht und bejaht auch auf
Nachfrage, dass diese beiden Ausdrücke das Gleiche aussagen.
Eine weitere Schwierigkeit beim Verständnis dieser formalen Ausdrücke kommt zum
Vorschein, als Sw3 bei Vorlage des Ausdrucks ∀x1, x2 ∈M : x1 = x2 ⇒ f (x1)= f (x2) sagt:
„Wir haben das immer anders rum gemacht, [...] würde jetzt sagen, dass das auch injektiv
ist.“ Mehrere Studierende bezeichnen diesen Ausdruck als Definition der Injektivität, aber
bei Sw3 wird deutlich, dass das Nicht-Bemerken der veränderten Pfeilreichtung nicht
lediglich ein Flüchtigkeitsfehler ist. An dieser Stelle hat sie Zeit, sich den Ausdruck in Ruhe
anzuschauen, so dass der Schluss nahe liegt, dass sie einen solchen formalen Ausdruck
mit einer Folgerungsbeziehung nicht korrekt interpretieren kann. Sm1 hingegen sagt
direkt, dass die Folgerungsbeziehung nicht der Injektivität entspricht und interpretiert
diesen Ausdruck dann, ohne eine Verbindung zur Injektivität zu suchen:
Sm1: In dem Fall für Injektivität fängt man, muss man von den y-Werten ausge-
hen ... (3 Sekunden) ähm ... (8 Sekunden) ach so man könnte sagen, dass
wär’ eine Definition von Wohldefiniertheit. Wenn ähm x1 und x2 gleich
sind, dann folgt daraus, dass auch die Funktionswerte gleich sein müssen,
wenn allerdings einem von den beiden x1, x2 mehrere Werte zugeordnet
werden würden, dann würde da die Folgerung nicht gelten, dann wären
das [I: Mhm.] nicht wohldefiniert.
Auch bei dem vierten formalen Ausdruck wird klar, dass Sw3 Probleme mit der forma-
len Schreibweise hat. Der Ausdruck lautet ∃x ∈M∀y ∈N : f (x)= y und ihre Erläuterun-
gen dazu lauten:
Sw3: Das müsste eigentlich das surjektiv sein, weil für jedes y aus N gibt es
mindestens ein x. Aber ich glaub’, dann müsste man das doch umdrehen,
ne, deshalb geht das doch nicht. Man kann ja nicht Quantoren einfach
vertauschen.
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I: Also umgekehrt würde das surjektiv sein, und so?
Sw3: Ich glaub’ das ist das Gleiche diesmal, aber ... Also, wir haben gelernt, dass
die Quantoren man nicht alle vertauschen kann, aber in dem Fall kann
man das.
Auf Nachfrage erklärt sie, dass sie gelernt habe, dass das Vertauschen die Bedeutung
verändern würde, aber verstanden habe sie es noch nicht. Sie kann keinen Bedeutungs-
unterschied ausmachen.
In Bezug auf den Folgerungspfeil kommen noch an einer weiteren Stelle Schwierig-
keiten zum Vorschein und zwar bei Sm5, als er die Eigenschaft ’streng monoton fallend’
verneinen soll. Die Definition war gegeben durch
Wir nennen eine reelle Funktion streng monoton fallend, wenn für x1 < x2
stets f (x1)> f (x2) ist.
Er gibt für die Verneinung folgenden Ausdruck an „Wenn f (x1) ≤ f (x2), dann ist
x1 > x2“. Sm5 berücksichtigt hier die Quantoren nicht. Auf die Nachfrage, warum das die
Verneinung sei, sagt er, dass er die Regel angewendet habe. Daraufhin erklärt er, welche
angebliche „Regel“ seiner Argumentation zu Grunde liegt: „Von einer Aussage A ⇒ B
ist die Verneinung ¬B ⇒¬A.“ Auch für ihn scheint es schwer zu sein, die Bedeutung
formaler Ausdrücke zu verstehen. Ihm ist nicht bewusst, dass der formale Ausdruck und
die vermeintliche Verneinung äquivalent sind. Dieses passt zu der zuvor geschilderten
Umformung von Sm6, denn auch hier wird die Veränderung der Aussage nicht bemerkt.
Insgesamt scheint er hier nur rein auf der formalen Ebene zu bleiben, denn als nach-
gefragt wird, was diese Verneinung bedeutet, bleibt er bei der Antwort, dass dieses die
Verneinungsregel sei. Er versucht nicht, diesen formalen Ausdruck in eine anschauliche
Darstellung zu übersetzen. Diese Verknüpfung zwischen den Ebenen ist bei Sm1 besser
vorhanden. Zwar schreibt auch er die Aussage zuerst in Quantorenschreibweise, negiert
dann formal und überlegt sich schließlich die Bedeutung des Sachverhalts.
Abbildung 7.11.: Verneinung von ’streng monoton fallend’ (Sm1)
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Sm1: Die Verneinung dieser ... Aussage. Ähm. ... (5 Sekunden) Also wir haben
jetzt streng monoton fallend definiert als: Für alle x1, x2 mit x1 kleiner x2,
gilt f (x1) ist größer f (x2). Und die Verneinung wäre dann, es existieren x1,
x2 mit x1 kleiner x2, für die gilt f (x1) ist nicht größer also kleiner gleich
f (x2).
I: Mhm. Hast du das jetzt rein formal gemacht oder auch anschaulich?
Sm1: Ähm, das hier war jetzt rein formal. Ich würd’ mir jetzt die Anschauung
anschauen.
I: Die wäre?
Sm1: Ähm, die wäre, ja, ich finde einen Wert für den es eben, für den das
hier [zeigt auf die Definition von streng monoton fallend, die er selbst
aufgeschrieben hat] nicht mehr gilt.
I: Mhm.
Sm1: Also sozusagen also einen x1, x2 Wert für den es nicht mehr gilt, für den
das dann entweder gefallen ist oder für den es nicht gestiegen ist. Anders-
herum für den es gestiegen ist oder nicht, nicht gefallen.
Diese Herangehensweise wählen auch noch drei weitere Teilnehmer, wobei die Vernei-
nung nicht verschriftlicht, sondern nur mündlich genannt wird. Neben den Studierenden,
die zuerst formal negieren und sich dann (zum Teil erst auf Nachfrage) der Anschauung
zuwenden, gibt es auch jene, die die Vorgehensweise wählen, mit der Anschauung zu
beginnen und sich dort zu überlegen, wie ein Graph einer Abbildung aussehen kann, die
nicht streng monoton fallend ist. In der Hälfte der Fälle stand bei den Überlegungen die
Anschauung im Mittelpunkt, wobei die teilnehmenden Studierenden hier in fünf Fällen
zu einem falschen Ergebnis kommen. Es wird gesagt, dass die Verneinung die Definition
einer (streng) monoton wachsenden Abbildung ergebe; hierzu werden sowohl anschauli-
che, als auch formale Argumentationen genannt. Bei den formalen Erklärungen liegt der
Fehler darin, dass die Quantoren vergessen werden. Hier wird die vorgelegte Definition
umgeschrieben zu x1 < x2 ⇒ f (x1)> f (x2), was dann verneint zu x1 < x2 ⇒ f (x1)≤ f (x2)
wird.
Abbildung 7.12.: Verneinung von ’streng monoton fallend’ (Sw2)
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Sw2: Mh also das wäre ja jetzt x1 kleiner x2, daraus folgt f (x1) größer f (x2)
[schreibt: x1 < x2 => f (x1) > f (x2)]. Die Verneinung wäre ähm ah ich
glaube, das sähe dann so aus [schreibt: x1 < x2 => f (x1)≤ f (x2)] äh ... (5
Sekunden) Ja. Ich glaub, das ist die Verneinung [...].
I: Also ist die Verneinung von streng monoton fallend, monoton wachsend?
Sw2: Genau.
Auch auf Nachfrage fällt ihr der Fehler nicht auf, wobei es möglich ist, dass dies auch
zu ihrer anschaulichen Vorstellung passt. Ansonsten könnte es auch an dem sprachlichen
Ausdruck „nicht streng monoton fallend“ liegen, dass sie voreilig zu dem Schluss kommt,
dies müsse „monoton steigend“ sein.
Insgesamt merkt man an diesen Beobachtungen, dass es bei der formalen Schreibweise
große Probleme gibt. Auch den guten Studienanfängern, die sich an der Studie FDSA
beteiligen, fällt es schwer, die formale Schreibweise mit einer umgangssprachlichen bzw.
anschaulichen Interpretation zu verknüpfen. Entsprechend können die verschiedenen
Ebenen auch nicht als Kontrollmöglichkeit genutzt werden. Insofern wäre es wünschens-
wert, dass dies in mathematischen Anfängerveranstaltungen stärker betont würde.
Sie scheinen auch mit der Interpretation von formalen Ausdrücken Probleme zu ha-
ben, so dass sie z. B. zwar die Regel kennen, dass Quantoren in der Regel nicht ohne
Bedeutungsänderung vertauscht werden können, aber sie können keine Begründung
dafür angeben. Auch deshalb scheint es wichtig, dass der formale Ausdruck häufiger mit
einer umgangssprachlichen Beschreibung verknüpft wird. Auf der anderen Seite zeigt
der Umgang mit den Begriffen injektiv, surjektiv und bijektiv als auch das letzte Beispiel,
dass zudem die Formalisierung vielen Probleme bereitet. So scheint der Ausdruck „für
x1 < x2 stets“ nicht für alle Bezug zum Allquantor zu haben. Dass es Probleme gibt, die
formale Schreibweise korrekt zu interpretieren, sieht man auch an den sechs gezeigten
formalen Ausdrücken. Hier besteht die Aufgabe darin, zu erläutern, ob dieser Ausdruck
eine Definition sei oder was er bedeute.
∀x ∈M∃y ∈N : f (x)= y
∀y ∈N : | f −1(y)| ≥ 1
∀x1, x2 ∈M : x1 = x2 ⇒ f (x1)= f (x2)
∀y ∈Bi( f )∃!x ∈M : f (x)= y
∃x ∈M∀y ∈N : f (x)= y
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∃y ∈N∀x ∈M : f (x)= y
Bei der gerade angesprochenen dritten Aussage wird von drei Studierenden dieser
Ausdruck als Definition der Injektivität angesehen. Zusammenfassend gibt es außer bei
der Zweiten durchschnittlich zwei bis drei falsche Antworten pro Ausdruck. Beim Zweiten
wird nur in zwei Fällen richtig gesagt, dass dieser Ausdruck keinen Sinn macht, da man
dem Teil | f −1| ≥ 1 keine Bedeutung zuschreiben kann. Einzig Sm6 spricht von der Um-
kehrabbildung und sagt „Da steht halt, dass die Umkehrabbildung immer mehr als ein
Element hat.“. Diese Begründung ist zwar auch nicht vollständig korrekt, da die Striche
gar nicht als Mächtigkeit verstanden werden können, aber er merkt an, dass es einen
Unterschied zwischen der Faser und der Umkehrabbildung gibt. Er kann den Ausdruck
korrekt in die Umgangssprache übersetzen, merkt aber im nächsten Schritt nicht, dass
dies inhaltlich keinen Sinn ergibt. Einige bemerken nicht, dass die bei der Faserschreib-
weise geforderten Mengenklammern hier nicht vorhanden sind und andere weisen zwar
darauf hin, halten es aber trotzdem für eine geeignete Definition der Surjektivität. Die
Tatsache, dass man für die Faser eine zugrunde liegende Menge braucht, scheint noch
nicht allen verständlich zu sein. Insgesamt nimmt diese Aufgabe viel Zeit in Anspruch
und zeigt, wie groß die Schwierigkeiten beim Verstehen formaler Ausdrücke sind. Für
Studienanfänger scheint es schwer und langwierig zu sein, die für sie neue formale Aus-
drucksweise zu verstehen und auch korrekt und sicher anwenden zu können.
Als letzter Aspekt der formalen Fertigkeiten werden die Aussagen der Studierenden zu
drei nacheinander vorgelegten „Definitionen“ des Begriffs „strenge Monotonie“ analy-
siert. Neben der bereits genannten Definition einer streng monoton fallenden Abbildung
werden den Studierenden nacheinander noch zwei weitere Beschreibungen dieses Sach-
verhalts gegeben.
Wir nennen eine reelle Funktion f , wenn für x1 < x2 stets f (x1)>
f (x2) ist.
Wir nennen eine reelle Funktion f , wenn für je zwei reelle Zahlen
x1, x2 gilt: Aus x1 < x2 folgt f (x1)> f (x2).
Wir nennen eine reelle Funktion f , wenn für je zwei reelle Zahlen
x1, x2 gilt: Wenn x2 rechts von x1 liegt, dann liegt f (x2) unterhalb von f (x1).
Das Ziel liegt darin, Vor- und Nachteile aus Sicht der Studierenden zu erfahren. Die
ersten beiden Definitionen sind vollständig, mathematisch korrekt und werden auch in
Büchern und Skripten verwendet. Die dritte ist eher eine anschauliche Beschreibung,
wobei herausgefunden werden soll, wie die Studierenden darauf reagieren und ob sie
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dies als sinnvoll bzw. sinnvolle Ergänzung erachten.
Die größten Verständnisschwierigkeiten gibt es bei der zweiten Definition. Hier ist
für viele die Allgemeingültigkeit der Aussage schwer zu erkennen. Es ist nicht für alle
eindeutig, ob gefordert wird, dass ein Paar x1, x2 gefunden werden kann, für das diese
Aussage zutrifft oder ob es für beliebige Paare gelten muss. So fragt zum Beispiel Sw5
„für je zwei reelle Zahlen, [...] ist das jetzt so gemeint, ich hab hier ein x1, x2 oder für
mehrere, alle?“ Bei diesem Teil der Aussage bevorzugen alle bis auf Sm4, der die zweite
„mathematisch schöner“ findet, die erste Definition. In der ersten Definition wird für
die Studierenden durch das Wort „stets“ direkt klar, dass diese Beziehung immer gelten
muss, falls x1 kleiner als x2 ist. Auf der anderen Seite scheint bei der ersten Aussage
die Folgerungsbeziehung nicht allen direkt ersichtlich zu sein. Während bei der zweiten
Definition explizit die Worte „Aus ... folgt“ vorkommen, umschreibt die erste diesen
Sachverhalt etwas freier. Sw2 ist an dieser Stelle z. B. nicht klar, ob es sich um eine Folge-
rungsbeziehung oder eine Äquivalenz handelt. Sie sagt, dass sie solche Schwierigkeiten,
dass ihr die Art der Beziehung nicht verständlich wird, auch häufig bei Definitionen in
Analysis I habe. Insgesamt finden es fast alle am besten, wenn die Implikation direkt
genannt wird, da dann der Schritt zur Anwendung der Definition in Beweisen kleiner sei
und man darüber hinaus „von links nach rechts“ (Sm5) lesen könne.
Sm5: Mh ... (7 Sekunden) Also mir gefällt äh die mittlere am besten, weil hier
eben ähm direkt diese Implikation [zeigt auf die betreffende Definition]
definierbar also äh konstruiert ist. Also hier steht ja [zeigt auf die erste
Definition] ’wenn für’ ’stets ist’, also das ist irgendwie so ein bisschen
unanschaulich.
I: Mhm.
Sm5: Also für mich ist immer besser, wenn da steht äh aus der einen Sache folgt
das andere, also ...
I: Mhm.
Sm5: Das ist irgendwie so schöner.
Sw2: Es gibt öh viele Definitionen im Skript, [...] wo man nicht genau weiß, ist
das jetzt nur ’nen Folgepfeil oder ’ne Äquivalenz. Das wird dann nicht
deutlich daraus und das find’ ich total missverständlich, also ich weiß
dann halt nicht, ob ich das nur in eine Richtung anwenden kann oder in
beide Richtungen und das äh stört mich wirklich.
Die Präferenz scheint mit dem allgemeinen Verständnis und den Problemen bei forma-
len Ausdrücken zusammenzuhängen, denn Sm6, der auch bei der Verneinung rein formal
vorgeht und erst auf Nachfrage auf die Anschauung zu sprechen kommt, bevorzugt die
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erste Definition, bei der die Beziehung in seinen Augen „besser in den Satz eingearbeitet“
ist.
Sm6: Ähm. ... (3 Sekunden) und die Folgerung ist äh besser in den Satz eingear-
beitet, durch dieses stets [zeigt auf „stets“ in der obersten Definition] und
äh ...
I: Findest du besser, dass das da eingearbeitet ist, als dass es hier [zeigt auf
die mittlere Definition] explizit gesagt wird?
Sm6: Ja.
I: Warum? Vom Verständnis, oder?
Sm6: Nee, ich find’ das stets hat so ’ne ... (3 Sekunden) ich mein’, da [zeigt auf
die mittlere Definition] folgt’s ja auch stets. He, deswegen sind die beiden
[zeigt auf die oberen beiden Definitionen] auch gleich.
I: Ok, wenn da [zeigt auf die mittlere Definition] jetzt stehen würde, folgt
stets, f (x) [Sm6: Ja.]. Fändse dann das zweite besser, weil da die Folgerung
direkter ist, oder?
Sm6: Nee ... fänd’ ich immer noch das erste besser, weil das folgt da nicht steht.
Hieraus ergibt sich die Vermutung, dass ein Zusammenhang zwischen dem Verständ-
nis dieser Definition und den Fähigkeiten bei der Formalisierung besteht. Da, wie gerade
gezeigt, häufig große Schwierigkeiten bei der Formalisierung und dem Verständnis forma-
ler Ausdrücke vorliegen, sollte bei Anfängerveranstaltungen darauf geachtet werden, dass
die Definitionen nicht zu verschachtelt sind. Obwohl die zweite Aussage eine gebräuchli-
che Formulierung für die strenge Monotonie ist, zeigen sich Probleme, sowohl bei der
Verwendung einzelner Wörter (’für je zwei’), als auch darin, die Beziehung zwischen den
Elementen korrekt zu erkennen.
Die dritte Aussage wird von keinem als Bevorzugte klassifiziert. Zum Teil sagen die
Studierenden, dass es zu ihrer Anschauung passe und durchaus einen guten Zusatz bilde.
Generell wird stattdessen aber eher ein Bildchen, eine ikonische Darstellung, gewünscht.
Gerade die Studierenden, die mit der formalen Schreibweise wenig Probleme haben,
übersetzen („definieren“) sich die Aussagen in die formale Sprache zurück („Wenn man
sagt ’unterhalb’ heißt echt kleiner, dann ist es wieder die Definition.“ Sm5). Insofern
ist dies eher ein Umweg, da sie die Definition erst wieder durch kleiner- bzw. größer-
Beziehungen ausdrücken, bevor sie mit der Interpretation beginnen. Außerdem wird
darauf hingewiesen, dass es keine eindeutige Aussage ist, da bei einem Graphen durch-
aus auch die Achsen vertauscht werden dürfen und „dann ist ja ’rechts’ nicht mehr so
offensichtlich rechts“ (Sm6). Insgesamt passt diese Beschreibung zu ihrer Anschauung.
Zum Teil haben sich die Studierenden die erste Definition auch mit Hilfe eines Graphen
verdeutlicht, aber als Erklärung der strengen Monotonie bevorzugen sie trotzdem eine
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formalere Definition. Dieses hängt auch damit zusammen, dass es für viele einfacher
scheint, sich von der formalen Definition ausgehend die Anschauung zu überlegen als
anders herum.
Insgesamt erscheint es für die Teilnehmer dieser Studie am besten zu sein, wenn
mathematische Sachverhalte mit Hilfe einer formalen Definition beschrieben werden,
die möglichst wenige Verschachtelungen enthält, die Beziehungen deutlich herausstellt
und von links nach rechts lesbar ist. Als Zusatz kann es hilfreich sein, je nach Möglichkeit
eine graphische Veranschaulichung beizufügen, da die Interpretation eines formalen
Ausdrucks und damit die Verknüpfung mit der Anschauung vielen Studierenden im
ersten Semester Schwierigkeiten bereitet.
7.6. Generische und exemplarische
Veranschaulichungen
In diesem Anschnitt wird vor allem auf die gewählten Veranschaulichungen zu Abbildun-
gen, den Begriffen injektiv, surjektiv, bijektiv und deren Zusammenhang zum Graphen
eingegangen.
Als erste Veranschaulichung zum allgemeinen Konzept einer Abbildung zeichnet ein
Student (Sm3) ein Venn-Diagramm. Ansonsten nennen alle Teilnehmer eine explizite
Abbildungsvorschrift. Hier wählen neun von zehn Studierende die Vorschrift x 7→ x2
(ansonsten x 7→ x+1 oder x 7→ x). Dieses Verhältnis zeigt, dass die Vorschrift einer qua-
dratischen Funktion ein Prototyp par excellence zu sein scheint. Als danach explizit
nach einer ikonischen Veranschaulichung zum Begriff Abbildungen gefragt wird, folgt
nur selten ein direkter Verweis auf den Graphen. Sm1 sagt zwar, dass er, wenn möglich,
mit dem Graph arbeite, aber diese konkrete Darstellung wird anscheinend nur selten
verwendet oder kann nur selten verwendet werden. Dieses ist zum Teil damit zu erklären,
dass in den mathematischen Veranstaltungen der Schwerpunkt nicht auf Abbildungen
von R nach R liegt, sondern häufig allgemein mit Mengen operiert wird. Während in der
Schulmathematik Graphen eine entscheidende Rolle in Bezug auf das Abbildungskonzept
spielen (siehe Abschnitt 7.3), gibt Sm3 an, „während des Mathestudiums“ noch nicht
mit Graphen gearbeitet zu haben. Sm3 erklärt, in der Regel keine bildliche bzw. graphi-
sche Darstellung zu verwenden, sondern bei der Argumentation nach Möglichkeit rein
auf der formalen Ebene zu bleiben. Auf der anderen Seite wird von einem Großteil an
dieser Stelle auf die Veranschaulichung mittels zwei Mengen und verbindenden Pfeilen
verwiesen.
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Abbildung 7.13.: Ikonische Veranschaulichung einer Abbildung (Sm1)
Abbildung 7.14.: Ikonische Veranschaulichung einer Abbildung (Sw3)
Venn-Diagramme sind zwar nicht immer geeignet, eine konkrete Abbildung zu visua-
lisieren, aber scheinen für den allgemeinen Fall besser geeignet zu sein als ein Graph.
Vor allem in Bezug auf die Eigenschaften Injektivität usw. wird bei der Frage nach einer
ikonischen Veranschaulichung von allen, bis auf Sm3, Sm5 und Sm6, als erstes die eben
angesprochene Mengendarstellung gezeichnet. Die Begriffe wurden in der Veranstaltung
mit Hilfe dieser Bilder erklärt und scheinen für viele auch am einfachsten daran verdeut-
lichbar zu sein. Dieser Eindruck wird dadurch bestätigt, dass bei der expliziten Nachfrage,
was die Begriffe in Bezug auf den Graphen bedeuten, Schwierigkeiten sichtbar werden.
So fragt sich z.B. Sm2:
Sm2: Bei injektiv kann der Graph eigentlich nicht achsensymmetrisch sein. [...]
Müssen sie deswegen unbedingt punktsymmetrisch sein?
Hier wurden wahrscheinlich vorher noch keine Überlegungen bezüglich der Bedeutung
der Begriffe am Graphen angestellt. Ansonsten wird häufig einfach nur die in Worte
gefasste Definition wiedergeben, z. B., dass bei einem Graphen einer injektiven Abbildung
kein Wert des Zielbereichs doppelt getroffen werden darf. Die Studierenden, die die drei
Begriffe allerdings direkt mit dem Graphen in Verbindung setzen, finden, dass es auf
diese Art besonders gut darstellbar ist, und erklären zum Teil sehr detailliert, wo die
Besonderheiten bei den jeweiligen Eigenschaften liegen. Zur Injektivität erläutern sie:
Sw5: Graphisch vorstellen, dass, also zu jeder Parallele, dass die höchstens ein
Mal geschnitten wird, der Graph.
Sw6: Kann man sagen, man zieht ’ne Linie durch den Graphen und egal wo
man die Linie setzt, man durchquert nur ein Mal den Graphen.
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Und zur Surjektivität:
Sw5: Bedeutet, dass zu jeder Parallele zur x-Achse halt durch den Punkt im
Zielbereich, dass die den Graphen schneidet.
Sm6: Man kann sich die Wertemenge ja [...] markieren [...] und dann guckt man,
ob der Graph auf jeder Höhe der x-Achse ein Mal ist.
Abbildung 7.15.: Veranschaulichung der Surjektivität am Graphen (Sm6)
Die Parallelen zur x-Achse verdeutlichen die Besonderheit in Bezug auf den Gra-
phen und mit diesem Hilfsmittel können alle drei Eigenschaften erklärt werden. Mit
entsprechender Hilfskonstruktion kann dann anhand des Graphen wieder formal defi-
niert werden, wann welcher Fall eintritt (höchstens, mindestens, genau ein Schnittpunkt
der Parallelen mit dem Graphen). Während die Studentinnen Sw5 und Sw6 Geraden
benutzen, gibt Sm1 sehr anschauliche Beschreibungen, wie sich der Graph der Abbildung
jeweils verhält.
Sm1: Ein injektiver Graph ist eben jemand, der ähm nie rückwärts geht. Also er
fängt irgendwo an [beginnt einen Graphen zu zeichnen] und er kann jetzt
eben nicht mehr diesem x-Wert irgendwas zuordnen. Also muss er jetzt
entweder hoch oder runter oder ... Das war vielleicht ein blödes Beispiel
[streicht seinen Graphen wieder durch]. Er soll irgendwie hoch oder runter
gehen [zeichnet einen Graphen], aber er darf niemals rückwärts gehen
und dem x-Wert noch mal einen zuordnen.
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An dieser Stelle verwechselt er die Wohldefiniertheit mit der Injektivität, was er später
selber bemerkt. Durch das eben genannte Zitat wird deutlich, dass er in eigenen Wor-
ten ausdrückt, was die formale Definition auf die Veranschaulichung Graph übersetzt
bedeutet. Hier handelt es sich nicht um eine reine Wiedergabe der formalen Definition.
Ebenso lautet die nach Bemerken des Fehlers genannte Erklärung zur Injektivität:
Sm1: Injektiv ... [...] Das bedeutet, dass, wenn ich ihn mir umdrehe [dreht das
Blatt um 90° nach links], dass er immer noch [dreht das Blatt zurück] ähm
wohldefiniert ist. [I: Mhm.] Das wäre dann meine Vorstellung.
Es ist interessant, dass er den Graphen „drehen“, also die Achsen vertauschen möchte.
Er scheint sich bereits Gedanken gemacht zu haben, wie diese Begriffe mit dem Graphen
zusammenhängen. Vielleicht hat er sich die Begriffe sogar auf diese Weise erschlossen,
denn er arbeitet nach eigener Angabe so häufig wie möglich mit dem Graphen.
Insgesamt sieht man, dass der Graph nicht mehr von allen als die typische Veranschau-
lichung für eine Abbildung angesehen wird. Bedingt durch die behandelten Beispiele
in der Veranstaltung wurde der Graph vielleicht zum Teil von den allgemeineren Men-
gendarstellungen wie in Abb. 7.13 verdrängt. Außerdem arbeitet mindestens ein Student
(Sm3) nach Möglichkeit mit gar keiner anschaulichen Vorstellung, sondern rein auf der
formalen Ebene. Diese Vorgehensweise zeigt er auch bei der Aufgabe zu den Mächtigkei-
ten. Dort antwortet er auf die Frage, warum f (A) nicht mehr Elemente als A beinhalten
kann:
Sm3: Da eine Abbildung ja auf höchstens so viele Elemente der Zielmenge
abbilden kann, wie auch die Definitionsmenge enthält, denn ansonsten
würde ja eins auf mehrere abbilden.
Im Gegensatz dazu zeichnen andere wiederum bei diesen Fragen Mengen und überle-
gen anhand einer speziellen ikonischen Repräsentation, wie der Zusammenhang ausse-
hen muss. Ähnlich dazu sind die Meinungen zur visuellen Darstellung der Hintereinan-
derausführung von Abbildungen. Sm6 erklärt die Hintereinanderausführung zwar selber
mit Hilfe von Kreisen, die die Menge darstellen, aber er gibt an, diese Darstellung aus
dem Vorkurs zu kennen und nur für die Erklärung genutzt zu haben. Ansonsten benutzt
er diese Darstellung aber nicht, sondern argumentiert eher formal. Insgesamt wird hier
häufig angegeben, dass bisher nicht über eine visuelle Darstellung für die Hintereinan-
derausführung nachgedacht wurde. Dieses kann damit zusammenhängen, dass z. B. der
Graph als Veranschaulichung nicht auf derartige Situationen übertragen werden kann.
Die Meinungen zum Vorschlag von Beutelspacher liegen weit auseinander. Einige finden
sie sehr hilfreich, besonders um zu verdeutlichen, dass „nur diese Elemente, die getroffen
werden, weiter abgebildet“ werden (Sw2). Eine Fehlinterpretation der Abbildung liegt bei
Sm6 vor, da dieser angibt:
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Sm6: Wertebereich etwas verkleinert [...], die Abbildung scheint nicht sonderlich
injektiv zu sein.
Dieser Student abstrahiert nicht und schließt aus der Größe der Kreise auf die Mäch-
tigkeit, so dass für ihn hier die Mächtigkeit von g (X ) kleiner sein muss als |X |. Dies soll
durch die Darstellung natürlich nicht suggeriert werden, weil dann nicht alle Möglich-
keiten in Bezug auf die Komposition von Abbildungen durch diese Veranschaulichung
verdeutlicht werden könnten. Auch Sw6 interpretiert in die Veranschaulichung viel hinein,
indem sie sagt:
Sw6: Das sieht erst mal aus wie Zahnräder.
Auch anschließend erklärt sie sehr bildlich:
Sw6: Ja, also ich hab mir das irgendwie jetzt so nen bisschen so wie ’ne Lampe
vorgestellt und hier von wird jetzt hier in diesen Kreis gestrahlt und da wo
ein Lichtpunkt auftrifft, kommt dann ’ne neue Lampe und die strahlt das
von hier nach hier.
Gleichzeitig sagt die Studentin, dass ihr diese Veranschaulichung geholfen habe, eine
Fehlvorstellung zu beseitigen (s.o. Abschnitt Fehlvorstellungen und Mentales Modell) und
sie die Veranschaulichung als hilfreich einschätze, auch wenn Begriffe wie die Injektivität
hier nicht zum Tragen kämen. Insgesamt kann an dieser Stelle gesagt werden, dass
bei der Komposition von Abbildungen häufig noch nicht über eine Veranschaulichung
nachgedacht wurde, dieser Begriff dies also anscheinend nicht nahe legt. Trotzdem
finden einige diese Veranschaulichung hilfreich für ein umfassendes Verständnis des
mathematischen Konzepts der Hintereinanderausführung (z. B. zu enge Fassung des
Begriffs, in dem davon ausgegangen wird, dass alle Elemente des Definitionsbereichs der
zweiten Abbildung durch die erste getroffen werden müssen).
Wie unterschiedlich die Zugänge sein können, sieht man auch in dem Teil des Inter-
views, in dem es um den Zusammenhang zwischen der Injektivität und der strengen
Monotonie geht. Einige Studierende kommen bereits bei der Frage nach dem Zusam-
menhang der drei Eigenschaften mit den Graphen von selbst auf einen ihrer Meinung
nach bestehenden Zusammenhang mit der strengen Monotonie zu sprechen. So erklärt
Sw4 die Bijektivität einer Abbildung z. B. mit den Worten, dass der Graph streng monoton
steigend sein muss, „komplett durchgehend steigend oder fallend“ . Alle Studierende ant-
worten, als sie später explizit nach einem möglichen Zusammenhang zwischen strenger
Monotonie und Injektivität gefragt werden, dass ein streng monotoner Graph immer eine
injektive Abbildung veranschauliche. Bei der Rückrichtung zeigen sich dann allerdings
Schwierigkeiten. Viele überlegen sich das anschaulich am Graphen und versuchen ein
eventuell existierendes Gegenbeispiel zu konstruieren, welches zeigt, dass die Rückrich-
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tung nicht allgemein gilt. Bei dieser Suche nach einem Gegenbeispiel scheitern viele, so
dass sie schließen, dass die Injektivität äquivalent dazu sei, dass eine Abbildung entweder
komplett monoton steigend bzw. vollständig streng monoton fallend ist. Nur wenige
Studierende geben einen Graphen an, der diese These widerlegt:
Abbildung 7.16.: Zusammenhang zwischen der Injektivität und der strengen Monotonie
(Sw3)
Abbildung 7.17.: Zusammenhang zwischen der Injektivität und der strengen Monotonie
(Sw6)
Der Student Sm6 unterschiedet sich insofern von den anderen Studierenden, da er
von denen, die ein explizites Gegenbeispiel angeben, als einziger keinen Graph zeichnet,
sondern eine Vorschrift angibt.
Abbildung 7.18.: Zusammenhang zwischen der Injektivität und der strengen Monotonie
(Sm6)
Insgesamt scheinen an dieser Stelle, an der lediglich reelle Abbildungen betrachtet
werden, viele Studierende wieder auf den Graphen zurückzugreifen und als Hilfe zu
nehmen. Dieses hängt wahrscheinlich auch mit dem anschaulichen Begriff „fallend“
zusammen. Außerdem ist der Begriff in der Regel bereits aus der Schule bekannt, so
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dass er, nachdem der gegebene Ausdruck als Definition dieses Phänomens erkannt
wurde, wahrscheinlich wieder mit der bereits aus der Schule bekannten Visualisierung
am Graphen in Verbindung gebracht wird. Dementsprechend bleibt die Argumentation
von Sw5, die formal mit der Definition argumentiert, hier eine Ausnahme.
Sw5: Ok, ähm zwischen der Monotonie und ... fangen wir mit injektiv an, wenn
es streng monoton ist, dann ist es dementsprechend auch äh immer in-
jektiv. Egal ob fallend oder steigend oder äh sonst was.
I: Warum?
Sw5: Weil ist ja quasi, es gilt ja immer für, die [zeigt auf die zweite Definition]
sind ja definitiv verschieden.
Abschließend lässt sich zusammenfassend sagen, dass es Studierende gibt, die lieber
mit dem Graphen arbeiten und andere, die die Veranschaulichung mit den Mengen
bevorzugen. Dies ist natürlich zum Teil auch von der Aufgabe abhängig, da durch den
Graphen in der einfachen Form nur eine Abbildung von R bzw. einer Teilmenge von R in
die reellen Zahlen dargestellt werden kann. Außerdem basiert bei einigen die Erklärung
bzw. das Verständnis rein auf der formalen Ebene, so dass in der Regel kein Bezug zu
einer anschaulichen Darstellung hergestellt wird. Diese Herangehensweise geht mit guten
formalen Fähigkeiten einher. Die formale Argumentation kommt vor allem bei Themen
zum Vorschein, die während des Universitätsstudiums neu erworben und dementspre-
chend während der schulischen Ausbildung noch nicht mit einer Veranschaulichung
verknüpft wurden. Bei den Definitionen zur Monotonie kommen die verschiedenen
Herangehensweisen sehr deutlich zum Vorschein. So gibt es Studierende, die sich jede
weitere „Definition“ bzw. das Verändern von Zeichen (<, >) am Graphen verdeutlichen,
um den Sachverhalt zu erfassen. Für andere hingegen ist die Veranschaulichung eher der
zweite Schritt, bzw. erfolgt nur auf Nachfrage, um sich zum Beispiel die Bedeutung der
formalen Verneinung am Graphen anschaulich bewusst zu machen und zu erklären.
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8.1. Aufbau des Interviews
Die Interviews zum Thema Relationen werden direkt im Anschluss an die Einführung des
Themas in der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ und der Durchführung der
zugehörigen Übungen gehalten. In der Vorlesung wird auch weiterhin mit Äquivalenzre-
lationen gearbeitet, um beispielsweise Zahlbereiche einzuführen. Darüber hinaus wird
das Thema Relationen auch im „Maple Begleitpraktikum“ für Erstsemester behandelt.
Diese Veranstaltung wird lediglich von den Bachelor-Studierenden besucht und insofern
ist auf einen eventuellen Einfluss zu achten. In den „Mathematischen Grundlagen“ und
den zugehörigen Aufgaben stehen häufig Äquivalenzrelationen im Mittelpunkt. Deshalb
soll in diesem Interview bewusst an einigen Stellen allgemein über Relationen und den
Zusammenhang zu bestimmten Eigenschaften gesprochen werden.
Auch diesem Interview liegt wieder der in Abschnitt 4.3 erläuterte Aufbau zu Grunde.
Hierbei umfasst das Interview folgende Themenschwerpunkte:
• Basiswissen
• Anzahl der auf einer Menge möglichen Relationen und Äquivalenzrelationen
• Äquivalenzklassen samt zugehöriger Aufgabe
• Durchschnitt und Vereinigung von Äquivalenzrelationen
• Zusammenhang mit Partitionen und alternative Visualisierungen
• Mengentheoretische Konstruktion von Z
Hierbei soll die mengentheoretische Konstruktion von Z den bisher unbekannten
Teil darstellen. Allerdings können drei Interviews erst im Anschluss an die nachfolgende
Vorlesung geführt werden, in der dieser Ansatz präsentiert wird. Aus diesem Grunde
werden die Erläuterungen der drei Teilnehmer zu dieser Fragestellung bei der Auswertung
nicht berücksichtigt.
Des Weiteren wurde die Anzahl der möglichen Relationen bisher in keiner Weise be-
handelt oder besprochen, so dass dieser Teil auch als unbekannt eingestuft werden kann,
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obwohl natürlich keine neue Definition oder Ähnliches benötigt wird.
Zu Beginn des Interviews sollen die Studierenden erläutern, was man unter dem Begriff
„Relation“ versteht. Hierbei kann sowohl eine Erläuterung in eigenen Worten, als auch
eine formale Definition genannt werden, wobei im ersten Fall noch ergänzend nach einer
formalen Definition mit Hilfe des kartesischen Produkts gefragt wird. Um einen Eindruck
bezüglich der Vollständigkeit des Begriffsverständnisses zu erhalten, wird im Anschluss
nach einem konkreten Beispiel für eine Relation gefragt.
Um einen Übergang zum Thema Äquivalenzrelationen zu schaffen, wird nach mögli-
chen Eigenschaften einer Relation gefragt, soweit diese nicht direkt am Anfang seitens der
Teilnehmer genannt werden. Anschließend soll die Besonderheit einer Äquivalenzrelation
erläutert werden, bevor Beispiele für Relationen mit gewissen Eigenschaften gesucht
werden. In der ersten Aufgabe, die jedem gestellt wird, soll eine reflexive, symmetrische,
aber nicht transitive Relation angegeben werden. Falls diese Aufgabe gut gelöst wird,
folgen noch weitere derartige Aufgaben.
Als Abschluss des einleitenden Teils wird nach Äquivalenzrelationen gefragt, die be-
reits aus der Schulmathematik bekannt sind. Da dieses Themengebiet sehr abstrakt ist
und wahrscheinlich auch von Studienanfängern derart eingeschätzt wird, soll erkundet
werden, ob die Studierenden eine Brücke zu bekannten, leicht verständlichen Beispielen
schlagen.
Im zweiten Teil sind zuerst alle Äquivalenzrelationen auf der Menge M = {1,2,3} ge-
sucht. Eine ähnliche Themenstellung wurde bereits in der Übung besprochen, aber sie
wird an dieser Stelle dennoch aufgegriffen, um den Unterschied zur nächsten Frage nach
allen Relationen auf einer n-elementigen Menge herauszustellen. Bei der letztgenannten
Aufgabe spielt die Mächtigkeit der Potenzmenge eine entscheidende Rolle. Diese wurde
zuvor sowohl in der Veranstaltung, als auch im ersten Interview bereits ausführlich the-
matisiert. Falls der Student die Anzahl der Relationen ohne größere Probleme angeben
und begründen kann, folgt die Anschlussfrage nach der Anzahl der symmetrischen Rela-
tionen.
Im nächsten Teil steht der Begriff der Äquivalenzklasse im Mittelpunkt. Dieser Begriff
wurde in der Veranstaltung eingeführt und auch bereits mit dem Begriff Partition in
Verbindung gebracht. Zu Beginn soll eine Definition einer Äquivalenzklasse angegeben
werden, bevor weiterführende Fragen gestellt werden, insbesondere, ob eine Äquivalenz-
klasse leer sein kann und ob immer alle Elemente einer Äquivalenzklasse untereinander
in Relation stehen müssen. Mit Hilfe dieser beiden Anschlussfragen soll erkundet wer-
den, ob die Studierenden diesen Begriff mit den Eigenschaften einer Äquivalenzrelation
verbinden und insofern mit Hilfe der Reflexivität bzw. Symmetrie und Transitivität ar-
gumentieren, dass eine Äquivalenzklasse zu einem Element x immer das Element x
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enthalten muss und alle Elemente nicht nur in Relation zu x, sondern auch zueinander
in Relation stehen.
Im Anschluss folgt eine Aufgabe zum Themengebiet Äquivalenzklassen und Äquiva-
lenzrelationen aus dem Buch „Lineare Algebra“ [BEUTELSPACHER 2003, S. 20]. Bei dieser
Aufgabe sind für die Argumentation besonders die Einteilung in Äquivalenzklassen, die
Trennung verschiedener Äquivalenzklassen und bei den letzten beiden Teilen die Transi-
tivität einer Äquivalenzrelation entscheidend. Außerdem lassen sich die Antworten sehr
gut mit Hilfe einer Partition begründen.
Der Zusammenhang mit Partitionen wurde in der Veranstaltung bereits erklärt und
soll im Folgenden auch im Interview noch einmal thematisiert werden. Hierbei ist vor
allem die Frage von Interesse, ob Partitionen den Umgang mit Äquivalenzrelationen
für die Studienanfänger erleichtern und als eine Art Visualisierung von den Teilneh-
mern genutzt werden. Im Anschluss wird nach alternativen Visualisierungsmöglichkeiten
gefragt, bevor ein Vorschlag aus [DAEPP&GORKIN 2003, S. 112] vorgelegt wird. Diese
Veranschaulichung einer Relation im Koordinatensystem soll erklärt und die hier darge-
stellte Relation benannt werden. Außerdem soll allgemein thematisiert werden, was die
jeweiligen Eigenschaften einer Relation in Bezug auf diese Visualisierungsmöglichkeit
bedeuten. Abschließend wird um eine Bewertung dieser bildlichen Darstellung gebeten.
Allgemein zum Thema Äquivalenzrelationen wird noch gefragt, ob der Durchschnitt
und die Vereinigung von Äquivalenzrelationen wieder eine Äquivalenzrelation ergeben.
Diese Fragen wurden teilweise auch bereits in Übungsgruppen angesprochen, aber nichts
desto trotz können die Erklärungen aufschlussreich sein und Näheres über das Verständ-
nis der Studierenden zeigen.
Im letzten Teil soll die mengentheoretische Konstruktion von Z aus N0 mit Hilfe einer
Äquivalenzrelation besprochen werden. Dies ist eine sehr abstrakte Herangehenswei-
se und insofern wird erwartet, dass der Zugang einigen Studienanfängern befremdlich
erscheint. Zu Beginn wird die Äquivalenzrelation vorgelegt, ohne bereits die ganzen
Zahlen zu nennen. Als erstes soll von den Teilnehmern gezeigt werden, dass tatsächlich
eine Äquivalenzrelation vorliegt, indem die Eigenschaften überprüft werden. Da in vor-
liegenden Fall geordnete Paare in Relation stehen, könnte die Angabe auf den ersten
Blick ungewohnt sein und deshalb soll durch das Beweisen der Eigenschaften ein erster
Zugang zur Relation geschaffen werden.
Daran anschließend wird den Studierenden eine Definition vorgelegt, die besagt, dass
durch die Menge der Äquivalenzklassen der zuvor besprochenen Relation die ganzen
Zahlen definiert werden.
Das Ziel liegt darin, den Zusammenhang zwischen dem eigenen Verständnis der gan-
zen Zahlen und dieser Definition erklären zu können. Je nach Bedarf werden hierbei
Hilfestellungen angeboten, indem beispielsweise nach einer konkreten Äquivalenzklasse
oder einem Vertretersystem gefragt wird. Im Endeffekt sollen die Teilnehmer erklären,
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inwiefern die natürlichen und die negativen ganzen Zahlen durch diese Konstruktion
mit Hilfe der Äquivalenzklassen ausgedrückt werden. Abschließend soll die Addition
formal definiert werden, so dass sie mit der Vorstellung von der Addition zweier ganzer
Zahlen übereinstimmt. Es ist davon auszugehen, dass dieser Teil des Interviews für die
Studierenden schwierig sein wird und relativ viel Zeit in Anspruch nimmt.
Insgesamt dauern die Interviews zwischen 48 Minuten und 72 Minuten, wobei die
meisten bei etwas mehr als einer Stunde liegen.
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8.2. Planung des Interviews
Ich möchte mit dir heute über Relationen sprechen.
• Was versteht man unter einer Relation? Nenne bitte ein Beispiel für eine Relation.
• Welche möglichen Eigenschaften einer Relation kennt du?
• Was ist das Besondere einer Äquivalenzrelation?
• Nenne bitte Beispiele für Relationen.
• Gib bitte ein Beispiel an für eine Relation, die
- reflexiv, symmetrisch, aber nicht transitiv
- symmetrisch, transitiv, aber nicht reflexiv
- reflexiv, transitiv, aber nicht symmetrisch ist
- weder reflexiv, noch transitiv, noch symmetrisch
ist.
• Beispiele für Äquivalenzrelationen aus der Schulmathematik (Eventuell Tipps:
Geometrie, Parallelität, gleiche Ableitung)
• Es sei M = {1,2,3}. Bestimme bitte alle Äquivalenzrelationen auf M ×M . (Tipp:
mögliche Partitionen)
• Wie viele Relationen gibt es auf einer Menge mit |M | = n? (Tipps: Relationen sind
Teilmengen von M ×M . Wie viele Teilmengen gibt es? Mächtigkeit der Potenzmen-
ge bereits besprochen.)
• Evtl. Zusatzfrage: Wie viele symmetrische Relationen gibt es?
• Was ist eine Äquivalenzklasse? (Erkläre das an einem deiner Beispiele.)
• Kann eine Äquivalenzklasse leer sein?
• Stehen alle Elemente einer Äquivalenzklasse zueinander in Relation?
Kommentar zu folgenden Aussagen über Äquivalenzrelationen
Die einzelnen Teile der Aufgabe aus [BEUTELSPACHER 2003, S. 20] werden nacheinander
vorgelegt. Die Teilnehmer sollen sie kommentieren und ein Urteil zur Gültigkeit der
Aussage abgeben.
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1. Für jedes x ∈ X ist die Menge B(x) := {y ∈ X | es gilt nicht y ∼ x} eine Äquivalenz-
klasse.
2. Wenn ∼ nur zwei Äquivalenzklassen hat, so ist B(x) eine Äquivalenzklasse.
3. Wenn es ein x ∈ X gibt, so dass B(x) eine Äquivalenzklasse ist, so hat ∼ nur zwei
Äquivalenzklassen.
4. Für alle x1, x2, x3 ∈ X gilt: Wenn weder x1 ∼ x2 noch x2 ∼ x3 gilt, so auch nicht
x1 ∼ x3.
5. Für alle x1, x2, x3 ∈ X gilt: Wenn weder x1 ∼ x2 noch x2 ∼ x3 gilt, so gilt jedenfalls
x1 ∼ x3.
• Welche Aussage kann zu dem Durchschnitt zweier Äquivalenzrelationen gemacht
werden? Wie kann man das beweisen? Welche Aussage kann zur Vereinigung von
zwei Äquivalenzrelationen gemacht werden?
• Zusammenhang zwischen Partitionen und Äquivalenzrelationen.
• Erläuterungen zur Veranschaulichung einer Relation aus [DAEPP&GORKIN 2003,
S. 112]. Welche Eigenschaften erfüllt die hier dargestellte Relation? Welche Relation
wird hier dargestellt?
Abbildung 8.1.: Veranschaulichung einer Relation aus [DAEPP&GORKIN 2003, S. 112]
Mengentheoretische Konstruktion von Z nach [KRIEG 2000, S.18]
Durch (m,n)∼ (m′,n′)⇔m+n′ =m′+n wird eine Äquivalenzrelation auf N0×N0 defi-
niert.
• Zeige bitte, dass es sich um eine Äquivalenzrelation handelt.
Definition: Die Menge Z der ganzen Zahlen ist definiert durch Z := (N0×N0)/∼ =
{[(m,n)]; (m,n) ∈N0×N0}, also als Menge der Äquivalenzklassen in N0×N0 be-
züglich ∼.
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• Gib bitte ein Vertretersystem für diese Äquivalenzrelation an. (evtl. bitten, ein
möglichst Angenehmes anzugeben; (n,0), (0,n)∀n ∈N)
• Inwiefern kannst du das mit deiner Vorstellung von den ganzen Zahlen in Verbin-
dung bringen? Inwiefern werden dadurch die ganzen Zahlen definiert?
• Wie kann man sich mit Hilfe dieser Konstruktion vorstellen, dass die natürlichen
Zahlen eine Teilmenge der ganzen Zahlen sind?
• Wie kann man sich mit Hilfe dieser Konstruktion vorstellen, dass die negativen
Zahlen eine Teilmenge der ganzen Zahlen sind?
• Wie kann man die Addition sinnvoll definieren? (evtl. auch Multiplikation und ≤)
• Eventuell: Wie kann man das additive Inverse von n ∈N0 darstellen? ([0,n])
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8.3. Mentales Modell und vorhandene Fehlvorstellungen
In der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ wird gleich zu Beginn des Paragra-
phen zum Thema Relationen eine Definition gegeben:
Eine Teilmenge R ⊆M ×N heißt Relation zwischen M und N , oder Relation
auf M , falls M =N ist; Schreibweise: xR y :⇔ (x, y) ∈R.
Bei der Einstiegsfrage, was unter dem Begriff einer Relation zu verstehen ist, wäre
entsprechend ein Bezug zur Definition aus der Veranstaltung zu erwarten. Allerdings ist
dies nicht bei allen Antworten zu erkennen und insgesamt zeigen sich wieder deutliche
Unterschiede, da verschiedene Aspekte ins Zentrum der Erläuterung gerückt werden.
Sw4: Ich glaube, das ist eine Teilmenge von ... M Kreuz N , dann ist das halt
eine Relation und wenn M =N ist, dann ist das ’ne Relation auf R, dann
nennt man die auf R und so ist das ’ne Relation zwischen M und N .
Sm3: [...] Ja, ist ’ne Teilmenge von dem kartesischen Produkt von M Kreuz, also
M Kreuz M .
Sm2: Mh, ’ne Relation ist erst mal ’ne Menge, die öhm, die gewisse öhm ja z. B.
Paare enthält oder so, die sagt, dass bestimmte Elemente in Relation, also
in Beziehung zueinander stehen.
Sw2: ’Ne Relation, öhm, ich verbinde halt ein, ich verbinde zwei Elemente aus
N Kreuz N zum Beispiel nach, ja zum Beispiel N , also aus einem öh
kartesischen Produkt in ein ja nicht kartesisches Produkt.
I: Wie macht die Relation das?
Sw2: Mh, ja, die verbindet die beiden Elemente aus den, ja aus dem kartesi-
schen Produkt sozusagen, öh, [unverständlich] öhm, ja, die wählt sich
halt aus, aus bei dem kartesischen Produkt aus jeder der beiden Mengen
nimmt die sich jeweils ein Element und verbindet die beiden dann zu
einem.
Sm4: Ja, öhm, ’ne Relation ist die Verbindung zwischen zwei Elementen, also
ob die dann zueinander in Relation stehen, also denen wird dann ’ne
Eigenschaft zugeordnet und öh dann wird geprüft ob die Eigenschaft öhm
für die zutrifft oder nicht.
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Sw5: Eine Relation ist quasi eine, ja ähm so eine Art Zuordnung, das heißt ich
hab’ irgendein Element und das steht in Relation zu einem anderen halt
es wird immer quasi, die gehören dann zusammen durch diese Relation.
Sm1: Ähm ’ne Relation ist ... äh ich hab’ eine Menge innerhalb der ich meine
Elemente vergleiche. [I: Mhm.] Und ähm ... wenn, ja, das ist ’ne logische
Aussage und wenn der Vergleich zutrifft, dann ähm ist das Teil Element
meiner Rela- das Ding Element meiner Relation, wenn es nicht zutrifft, ist
es nicht Element meiner Relation.
Sw3: Öhm, ja, also zum Beispiel wenn man, ich mal mal wieder öhm, wenn man
zum Beispiel öhm m in Relation zu n hat, dann könnte es zum Beispiel
eine Relation sein, könnte zum Beispiel sein m plus n, das könnte zum
Beispiel eine Relation, es ist ’ne Verknüpfung zwischen zwei Elementen,
also es kann auch ein Paar sein, es könnte auch m n sein [...].
Die drei erstgenannten Antworten haben einen engen Bezug zur Definition aus der Ver-
anstaltung, wobei die Erläuterung von Sw4 analog zur Definition aufgebaut ist. Hier wird
eine Relation direkt mit einer Menge in Verbindung gebracht und die Bezeichnung als
Teilmenge ist das entscheidende Kriterium. Als im nächsten Schritt nach einem Beispiel
gefragt wird, gibt Sm2 passend zu seiner Erklärung auch ein Beispiel in Mengenschreib-
weise an, obwohl der Großteil hier eine konkrete Beziehung, beispielsweise die Gleichheit,
nennt.
Abbildung 8.2.: Beispiel für eine Relation (Sm2)
Die Erklärung von Sw4 hat die größte Ähnlichkeit zur gelernten Definition, aber trotz
der präzisen Erklärung bleibt die zweite Frage unbeantwortet. Sie kann kein Beispiel an-
geben. Außerdem bemerkt sie, dass sie „gar nicht [wisse], wie man das dann aufschreibt“.
Da sie kein Beispiel nennen kann, wird die Beziehung „kleiner gleich“ vorgeschlagen und
dieses wird von ihr dann auch als Beispiel eingestuft.
Auch Sw2 erklärt den Begriff der Relation vor allem mit Mengen, aber für sie ist das
Entscheidende, dass eine „Verbindung“ vom Kreuzprodukt zur Menge N geschaffen wird.
Sie scheint eine Relation mit einer Abbildung von N ×N nach N zu verbinden. Dies ist
bei Relationen allerdings nicht allgemein der Fall, was auch Standardbeispiele wie die
Gleichheit bereits zeigen. Ihre Fehlvorstellung liegt vielleicht darin begründet, dass man
häufig von einer „Relation auf N “ spricht und sie die Elemente einer Relation folglich
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mit der Menge N und nicht dem Kreuzprodukt verbindet. Außerdem betont sie, dass die
Relation zwei Elemente zu einem Element verbindet. Hier geht der Fokus bereits weg
von den Mengen und hin zur „Verbindung“ von Elementen. Diese andere Akzentuierung
zeigt sich bei den Erklärungen von Sm4, Sw5 und Sm1 sehr deutlich.
Für Sm4 ist „’ne Relation die Verbindung zwischen zwei Elementen“ und für Sw5
„eine Art Zuordnung“, so dass durch die Relation Elemente zusammengehören. Diese
Erläuterungen der Studierenden bleiben auf der Ebene der einzelnen Elemente, häufig
sprechen sie sogar explizit von zwei Elementen, und der erforderliche Schritt zur Menge,
die alle in Relation stehenden Paare enthält, wird nicht genannt. Als Sw5 im Folgenden
explizit nach einem Bezug des Begriffs Relation zum kartesischen Produkt gefragt wird,
zeigt sich, dass diese Verbindung für sie nicht offensichtlich ist und sie Schwierigkeiten
hat, den Zusammenhang herzustellen. Bei Sm1 sticht das Wort „vergleichen“ heraus.
Auch er stellt also den Zusammenhang zwischen zwei Elementen in den Mittelpunkt,
aber auf der anderen Seite bezeichnet die Relation für ihn nicht den Zusammenhang
zwischen den Elementen, sondern er fasst die Elemente „wenn der Vergleich zutrifft“ als
„Element“ der Relation auf. Hierdurch wird wieder eher ein Bezug zu Mengen hergestellt,
da alle Elemente, die man vergleichen kann, dann in einer Menge vereint werden. Um
die Herangehensweisen aller Teilnehmer grob darzustellen, ist noch die exemplarische
zu nennen. Demnach erklärt beispielsweise Sw3 den Begriff einer Relation mit Hilfe
des Beispiels m +n. Auch für sie ist die Verknüpfung zwischen zwei Elementen das
Entscheidende. Ihr scheint nicht bewusst zu sein, dass die Aussage m+n allein noch
keine Relation darstellt und z. B. noch ein Vergleichswert, wie m +n = 5 angegeben
werden müsste. Ihrem Verständnis nach ist der Ausdruck m+n ein vollständiges Beispiel,
welches sie auch in der Form notiert und auf das sie anschließend zurückgreift, als
mögliche Eigenschaften von Relationen zu erklären sind.
Abbildung 8.3.: Beispiel für eine Relation (Sw3)
Zu einem späteren Zeitpunkt wird die Frage gestellt, wie viele Relationen es auf einer
Menge mit n Elementen gibt. Häufig kommt spontan die Antwort, dass es viele bis zu
unendlich viele sein müssten, aber eine genauere Angabe können viele ohne Hilfestel-
lungen nicht machen. Sw1 macht den Vorschlag, dass es „n hoch n“ Relationen gibt
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und begründet diesen Vorschlag damit, dass es „n hoch n Kombinationsmöglichkeiten
gibt“. Insgesamt werden bei dieser Aufgabe sehr viele Tipps benötigt und viele kommen
nur sehr kleinschrittig und geleitet zu dem Ergebnis 2n
2
. Es soll deshalb im Folgenden
dargestellt werden, welche eigenständigen Ideen von den Studierenden genannt werden,
die selber einen Ansatz einbringen. So schlägt Sm4 vor, dass es insgesamt „2 hoch n“
Relationen gebe. Dies begründet er damit, dass eine „n-elementige Menge [...] ja 2 hoch
n Teilmengen“ habe. Auch wenn hier nicht berücksichtigt wird, dass es um die Mäch-
tigkeit von M ×M geht, ist für Sm4 klar, dass die Mächtigkeit einer Menge berechnet
werden muss und er zeigt, dass ihm bewusst ist, dass Relationen Mengen sind und alle
möglichen Teilmengen eine Relation bilden können. Auch Sm1 nennt sofort das Wort
Potenzmenge und er braucht im Folgenden recht wenig Hilfen. Er denkt erst, dass es 2n
Relationen gebe, aber als dann nachgefragt wird („Eine Relation ist ja eine Teilmenge von,
wie kann man das sagen?“) bemerkt er seinen Fehler und korrigiert ihn selbstständig, bis
er schließlich das korrekte Ergebnis formal aufschreibt.
Abbildung 8.4.: Anzahl möglicher Relationen auf einer Menge mit n Elementen (Sm1)
Ebenso braucht Sm3 nur diesen Anstoß, durch den noch einmal an die Definition von
Relationen erinnert wird. Anschließend erschließt er die Formel selbstständig, jedoch
hat er im Gegensatz zu Sm1 vor dem Tipp keinen eigenen Ansatz. Für diese Berechnung
ist wichtig zu erkennen, dass die Anzahl der Teilmengen bestimmt werden muss und
dazu muss entsprechend zuerst die Mächtigkeit von M×M berechnet werden. Sw6 steigt
direkt mit dieser Fragestellung ein, die sie ohne Probleme löst, um dann im Folgenden
auch die Antwort auf die Ausgangsfrage recht selbstständig zu finden. Sw2 wird an diese
Frage herangeführt, aber auch nachdem ihr bewusst ist, was zu berechnen ist, hat sie
Probleme. Sie kann die Mächtigkeit erst nicht angeben und schließlich erinnert sie sich,
dass das Kreuzprodukt häufig „Quadrat genannt“ wird, woraus sie ableitet, dass es n2
Elemente enthalten wird. Außer dieser Namensgebung nennt sie aber keine Begründung
für ihr Ergebnis.
Wenn die Studierenden Schwierigkeiten zeigen, wird seitens des Interviewers geleitet,
bis verstanden wird, dass die Mächtigkeit der Potenzmenge von M ×M zu berechnen ist
und dementsprechend ein Weg vorgezeichnet ist. Im Gegensatz dazu nennt Sw5 einen
alternativen Weg, der mehr das Aufbauen der Teilmenge in den Mittelpunkt rückt und
ebenfalls eine Begründung ergibt.
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Sw5: Ja es gibt ja eigentlich, ähm, es gibt insgesamt für jedes m, also sagen
wir mal für m1, m1 kann theoretisch gesehen in Rela-, in Relation zu den
andern stehen. [I: Mhm.] So und entweder es steht in dieser Relation oder
es steht nicht in dieser Relation. Also 2 hoch n. [I: Mhm.] So und dann
kann ich das ja quasi für jedes m nochmal durchgehen. Also nehme ich
das ganze nochmal hoch äh mal äh hoch n. Oder? Ja, hoch n.
Im Interview ebenso wie in der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ liegt der
Schwerpunkt auf den Äquivalenzrelationen. Deshalb wird neben der Frage nach der
Anzahl aller Relationen auch nach allen Äquivalenzrelationen auf einer dreielementigen
Menge, in diesem Fall M = {1,2,3} gefragt.
Passend zu den Erläuterungen bei der Einstiegsfrage, was eine Relation ist, stellen auch
bei dieser Aufgabe einige die Beziehung zwischen zwei expliziten Elementen in den Mit-
telpunkt. So gehen beispielsweise Sm4 und Sm5 von einer Menge mit dem Element (1,2)
aus, das in Relation stehen muss, und im Folgenden möchten sie dann die Menge ent-
sprechend erweitern, so dass es sich um eine Äquivalenzrelation handelt. Durch diesen
Zugang können sie die Äquivalenzrelation, die lediglich aus den drei reflexiven Paaren
besteht, nicht erhalten. Sm4 schreibt an dieser Stelle folgende Äquivalenzrelationen auf:
Abbildung 8.5.: Mögliche Äquivalenzrelationen auf der Menge M = {1,2,3} (Sm4)
Dazu sagt er, dass es „die größte“ und „die kleinste“ seien. Als daraufhin nachgefragt
wird, ob es keine kleinere Äquivalenzrelation gebe, antwortet er:
Sm4: Ja, ich kann irgendwie keine kleinere bilden, also müsste ich eigentlich
schon können, aber wenn ich ja dann beispielsweise, weil das ’ne Äquiva-
lenzrelation ist, dann, wenn ich mir beispielsweise ein Element nehm’, das
muss es ja auch durch die Symmetrie das gelten, dann muss ich die beiden
haben, ja und dann bräuchte ich theoretisch auch eins für die Transitivi-
tät, weil sonst hab’ ich ja keins. Oder könnte ich ... Obwohl, das könnte
doch so sein. [...] Weil man die Transitivität auch mit zwei symmetrischen
Elementen begründen kann.
Dieses Zitat zeigt seine falsche Herangehensweise. Außerdem zeigt sich hier noch eine
Verständnisschwierigkeit bei der Eigenschaft der Transitivität. Diese Fehlvorstellung wird
im folgenden Abschnitt „Formale Fertigkeiten“ detaillierter besprochen.
Auch Sm5 wählt passend zu seiner Erklärung zu Beginn des Interviews als Start ein
bestimmtes Paar und konstruiert dann die Äquivalenzrelationen, allerdings ist ihm, im
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Gegensatz zu Sm4 bewusst, dass er auf diese Art und Weise keine kleinste Äquivalenz-
relation angeben kann, da die gebildeten Äquivalenzrelationen gleich viele Elemente
enthalten, unabhängig davon, ob als Ausgangspunkt das Paar (1,2) oder das Paar (2,3) ge-
wählt wird. Positiv zu erwähnen bleibt die Erklärung von Sm3. Er merkt direkt zu Beginn
an, dass die Elemente (1,1), (2,2) und (3,3) auf jeden Fall enthalten sein müssen und man
dadurch bereits eine erste, mögliche Äquivalenzrelation erhält. Anschließend erklärt er
mit den einzelnen Elementen, wie man Schritt für Schritt mächtigere Relationen bilden
kann. Als er nach einer Begründung für seine Vorgehensweise gefragt wird, nennt er die
drei Bedingungen für eine Äquivalenzrelation:
Sm3: Man hat halt diese Kriterien für also reflexiv muss ja immer dabei sein
und öhm also 11 22 33 muss immer dabei sein, und ja, dann muss halt
öh Symmetrie gewahrt sein und dann immer nur Zweierpaare dazugetan
und ja öh ohne dass irgendwie etwas Transitives entstehen kann [...].
Während bei Sm3 die Eigenschaften das entscheidende Kriterium für die möglichen
Äquivalenzrelationen sind, scheint Sw4 nicht darauf zurückzugreifen, denn sie versteht
nicht, warum die drei Paare (1,1), (2,2) und (3,3) enthalten sein müssen. Sie spricht hier
nicht von der Reflexivität und kann im nächsten Schritt auch nicht beantworten, ob diese
drei Paare eine Äquivalenzrelation bilden können.
Wenig Schwierigkeiten bei dieser Aufgabe haben die Studierenden, die auf Partitio-
nen zurückgreifen und mit Hilfe dieser Visualisierung erklären (z. B. Sw5), welche und
wie viele Äquivalenzrelationen es auf der Menge gibt. Allerdings haben noch nicht alle
Teilnehmer den Zusammenhang zwischen einer Partition und einer Äquivalenzrelation
verstanden. So kann beispielsweise Sw3 eine Partition richtig definieren, aber sie hat den
Zusammenhang noch nicht verstanden und sagt im Erklärungsversuch: „Also je nachdem
wie viele Partitionen es gab, so viele Relationen gab’s auch oder irgendwie sowas, es war
total, ich fand das total durcheinander“.
Auch bei der Erklärung, was unter einer Äquivalenzklasse zu verstehen ist, haben die
Studierenden, die mit Hilfe von Partitionen erklären, besonders wenig Schwierigkeiten
(„Und damit kann ich die im Endeffekt partitionieren, weil ich einfach alle, die in Relation
zueinander stehen in eine Klasse packe.“ (Sw5)). Ansonsten wird häufig korrekterweise
erklärt, dass sich in einer Äquivalenzklasse zum Element x alle Elemente befinden, die
zu diesem Element in Relation stehen. Sm6 stellt bei seiner Erklärung die zu erfüllenden
„Bedingungen“ in den Mittelpunkt. Er gibt an, dass Elemente, die „die Bedingung auf die
selbe Art erfüllen dann [...] in der gleichen Äquivalenzklasse“ sind und auch Sw2 spricht
neben dem Zugang über Partitionen auch noch davon, dass in einer Äquivalenzklasse
alle Elemente sind, die „äquivalent zueinander sind, dass sie ’ne Gemeinsamkeit haben“.
Diese Erklärung von Sw2 betont direkt, dass alle Elemente einer Äquivalenzklasse zu-
einander in Relation stehen. Die Eigenschaft ist allerdings noch nicht allen Teilnehmern
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bewusst und so verneinen viele Studierende die entsprechende Frage zuerst. Sm5 bleibt
dabei, dass dies keine allgemein gültige Tatsache ist und man „keine Aussage darüber
treffen“ könne, ob Elemente die zu x in Relation stehen, automatisch auch unterein-
ander verbunden sein müssen. Häufig schauen sich die Teilnehmer, durch diese Frage
motiviert, Beispiele an und erkennen daraufhin den Zusammenhang (z. B. Sm2). Im
Endeffekt haben fast alle den Zusammenhang verstanden und viele können es mit der
Transitivität erklären. Lediglich Sw4 meint, dass sich diese Eigenschaft bereits allein mit
Hilfe der Symmetrie begründen lässt. Trotz der vielen richtigen Antworten scheinen sich
vor dem Interview noch nicht viele Teilnehmer mit der Frage beschäftigt zu haben und
noch kein umfassendes concept image des Begriffs einer Äquivalenzklasse zu haben. Im
gleichen Zusammenhang wird auch noch gefragt, ob eine Äquivalenzklasse leer sein
kann. Viele geben hier an, dass das nicht möglich sei. Allerdings wird nur selten wie von
Sw5 korrekterweise mit der Reflexivität argumentiert („Ja, weil wir ja von x schon mal
wissen, dass es reflexiv ist und deswegen muss x automatisch immer drin sein“). Häufig
enthält die Begründung keine wirkliche Erklärung oder es wird falsch argumentiert, wie
beispielsweise von Sw2:
Sw2: Ne, weil das Vertretersystem aus jeder Äquivalenzklasse ein Element raus-
nimmt sozusagen, um das alles zu vertreten, und wenn die Äquivalenz-
klasse leer, dann kann’s ja kein Element rausnehmen.
Insgesamt scheint der Begriff Äquivalenzklasse für die Teilnehmer schwer verständlich
zu sein und an den treffenden Erläuterungen zeigt sich, dass Partitionen hier eine hilfrei-
che Ergänzung darstellen können, derer sich die Studierenden gerne bedienen.
Anschließend wird eine Aufgabe besprochen, bei der von den Studierenden Einschät-
zungen und Erklärungen gewünscht sind, ob die jeweilige Aussage korrekt ist (siehe 8.2).
Die Aufgabe lässt sich in zwei Teile untergliedern. Die ersten drei Aussagen handeln
von Äquivalenzklassen und die letzten beiden von formalen Eigenschaften von Äquiva-
lenzrelationen. Die Analyse der Anmerkungen zu den letzten beiden Unterpunkten wird
entsprechend im folgenden Abschnitt „Formale Fertigkeiten“ erfolgen.
Bei der Definition der Menge B(x) (vgl. S. 155)gibt es häufig Verständnisprobleme.
So merkt z. B. Sw6 an, dass das ihrem Verständnis nach nicht reflexiv sei, denn „wenn
[sie] hier x einsetz[t], dann steht x nicht in Relation mit sich selber“. So gehen mehrere
davon aus, dass auch x in der Äquivalenzklasse B(x) sein muss. Entsprechend sehen
sie einen Widerspruch zur zuvor besprochenen Eigenschaft, dass alle Elemente einer
Äquivalenzklasse in Relation stehen müssen, denn „diese Menge enthält ja nur Elemente,
die nicht in Relation stehen“ (Sm2).
Aber auch abgesehen von diesen Verständnisproblemen bereitet besonders die erste
Aussage große Schwierigkeiten. So ist beispielsweise Sm5 der Ansicht, dass die Aussage
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korrekt ist. Er gibt zwar an, dass es „etwas seltsam“ sei, aber „diese Elemente stehen in
Relation zueinander, weil sie nicht in Relation zueinander stehen“. Es wird nachgefragt,
ob er meint, dass sie nicht in Relation zu x stehen, woraufhin er die Wortwahl übernimmt.
Insofern ist nicht einzuschätzen, ob es lediglich ein Versprecher war oder ob Sm5 davon
ausgeht, dass die Elemente auch untereinander nicht in Relation stehen können. Dies
Argument, dass die Verbindung gerade nicht bestehen muss, wird von Sm4 sehr präzise
in seiner Argument benutzt:
Sm4: [...] gilt dann nicht unbedingt, dass wenn y nicht in Relation zu x steht,
dass dann, also dass dann alle y in Relation zu sich, also mit den anderen
y , die da drin sind, stehen.
Auch bei dieser Aufgabe scheinen die Studierenden, die gute Begründungen angeben,
warum die Aussage nicht allgemein wahr ist, häufig mit Partitionen zu arbeiten. Eine
solche Visualisierung nutzt an dieser Stelle auch Sw5 und auf die Nachfrage, wie man
die Aussage in eine wahre umformen könnte, erklärt sie korrekt, dass man es auf zwei
Äquivalenzklassen einschränken müsste.
Abbildung 8.6.: Argumentation mit Hilfe von Partitionen (Sw5)
Sm6 argumentiert auch mit Partitionen („Alle Teile der Partition außer dieser Teil“),
aber bei ihm ist interessant, dass er auch noch eine Begründung nennt, die sich nicht
direkt auf die Partitionen stützt, sondern von Äquivalenzklassen handelt.
Sm6: Das ist ja quasi das Komplement von einer Äquivalenzklasse und die
können durchaus mehrere Äquivalenzklassen sein.
Im nächsten Schritt überlegt er noch weiter, ob man das eine Äquivalenzklasse nennen
darf und gibt schließlich die Möglichkeit an, eine neue Äquivalenzrelation zu bilden, die
diese beiden Äquivalenzklassen enthält.
Sm6: Vielleicht kann man sich eine andere Äquivalenzrelation bilden und zwar
die heißt dann x steht in Äquivalen-, öh x steht in Relation oder in Äqui-
valenzrelation zu y und dann wärs schätze ich ’ne Äquivalenzklasse.
Durch diesen Schritt hat auch er eigenständig die Einschränkung auf zwei Äquivalenz-
klassen angesprochen, nach der dann in der zweiten und dritten Aussage explizit gefragt
165
8. Viertes Interview: Relationen
wird. Insgesamt schätzen drei Teilnehmer die erste Aussage irrtümlicherweise als korrekt
ein und einer ist sich unsicher und schwankt. Die zweite und dritte Aussage schätzen
lediglich zwei Studierende falsch ein. Trotz der vielen richtigen Antworten bei der ersten
Aussage sind dort die Begründungen häufig nicht vollständig und es ist bei einigen eher
eine Vermutung, die zu der richtigen Entscheidung führt. Bei der zweiten und dritten
Aussage sind sich die Studierenden sicherer, dass die Aussage korrekt ist und lediglich
einer sagt bei der dritten Aussage, dass man nicht schließen könne, dass automatisch
nur zwei Äquivalenzklassen vorliegen und hat folglich den Fehlschluss bei der ersten
Aussage noch nicht verstanden. Viele sehen in der zweiten Aussage die Bestätigung und
teilweise auch die Begründung, weshalb die erste Aussage nicht stimmt. Einige müssen
aber auch darauf hingewiesen werden, indem explizit noch einmal nachgefragt wird, ob
nun davon auszugehen ist, dass sowohl die erste als auch die zweite Aussage korrekt sind.
Insgesamt zeigen sich in dem Interview viele Schwierigkeiten und Fehlvorstellungen.
Dies könnte damit zusammenhängen, dass viele Studierende das Thema als sehr „ab-
strakt“ und schwierig bezeichnen und mehrere gleich zu Beginn des Interviews, als das
Thema genannt wird, anmerken, dass es „nicht unbedingt [ihr] Lieblingsthema“ sei (z. B.
Sw3).
8.4. Formale Fertigkeiten
Die formalen Fertigkeiten stehen bei diesem Interview nicht häufig im Zentrum und
so findet nur an drei Stellen eine direkte Auseinandersetzung mit formalen Ausdrücken
statt (siehe 8.2). In diesem Abschnitt soll zuerst kurz auf die zu Beginn des Interviews
gegebenen Erläuterungen zum Thema Relationen eingegangen werden, bevor die letzten
beiden Aussagen der Aufgabe zu Äquivalenzrelationen besprochen werden. Im Anschluss
daran werden die formalen Definitionen der möglichen Eigenschaften einer Relation
analysiert.
Bei den Antworten auf die Einstiegsfrage, was unter einer Relation zu verstehen sei
(siehe auch S. 158) ist auffällig, dass nur sehr selten die formale Definition einer Relation,
als Teilmenge des kartesischen Produkts M ×M genannt wird. Hingegen wird häufig be-
tont, dass Elemente der Menge, die zur Relation gehören „Eigenschaften“ (Sm4) erfüllen
oder auch „in Beziehung zueinander stehen“ müssen (Sm2). Der Schritt zur formalen
Definition, bei der allgemein Teilmengen von M×M als Relation definiert werden, wurde
von den Teilnehmern häufig noch nicht gemacht. Hierdurch ergeben sich im Laufe des
Interviews Schwierigkeiten z. B. beim Bilden einer reflexiven, symmetrischen, aber nicht
transitiven Relation, hingegen wäre die Aufgabe mit Hilfe der formalen Definition sehr
einfach lösbar (vgl. S. 172).
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Die vierte und die fünfte Aussage der Aufgabe zum Thema Äquivalenzrelationen lauten:
• Für alle x1, x2, x3 ∈ X gilt: Wenn weder x1 ∼ x2 noch x2 ∼ x3 gilt, so auch nicht
x1 ∼ x3.
• Für alle x1, x2, x3 ∈ X gilt: Wenn weder x1 ∼ x2 noch x2 ∼ x3 gilt, so gilt jedenfalls
x1 ∼ x3.
Die vierte Aussage wird korrekterweise von 10 der 12 Teilnehmer als falsch eingestuft
und lediglich zwei sind sich nicht sicher. Auch die Erklärungen zeigen, dass die meis-
ten verstanden haben, warum es nicht allgemein gilt. Einige geben als Beweis für ihre
Einschätzung ein konkretes Gegenbeispiel an, dem häufig die Menge der ersten vier
natürlichen Zahlen zu Grunde liegt. Allerdings gibt es auch Studierende, die ihr Urteil
nicht belegen können, sondern lediglich mit ihrem “Gefühl“ argumentieren (z. B. Sm2).
Auch Sm5 gibt kein konkretes Gegenbeispiel an, aber er merkt an, dass man „einfach
keine Aussage“ aus dem ersten Teil des Satzes ziehen könne. Diese Argumentation nutzt
er auch bei der fünften Aussage, die im ersten Teil mit der vierten Aussage identisch ist,
indem er zusammenfassend erklärt „Man kann aus Elementen, die nicht zueinander
in Relation stehen, nichts schließen, das kann man eigentlich jetzt zusammenfassend
sagen“. Sw2 nutzt aussagenlogische Regeln. Sie formt den Ausdruck erst formal um:
Abbildung 8.7.: Äquivalente Umformung der vierten Aussage (Sw2)
Aus der mündlichen Erklärung ergibt sich, dass ihrer Meinung nach die Gültigkeit von
x1 ∼ x2 und von x2 ∼ x3 folgt. Nach der äquivalenten Umformung merkt sie an, dass das
„jetzt nicht so sinnvoll“ klingen würde und es ihrer Meinung nach nicht gilt, denn „x2 ist
dann ja irgendwie beliebig aus der Menge und das kann man wahrscheinlich nicht so
pauschal sagen“. Das Wort „wahrscheinlich“ zeigt allerdings an, dass ihr eventuell noch
geringe Restzweifel an der Argumentation bleiben.
Eine formale Schwäche, die sich bei diesem Ausdruck häufig zeigt, ist die irrtümliche
Einschätzung, dass es sich bei dem vierten Aufgabenteil um die Verneinung der Transiti-
vität handelt. So sucht beispielsweise Sw1 zuerst nach einem Gegenbeispiel und als sie
nicht fündig wird, merkt sie an, dass sie „kein Beispiel [finde], um es zu widerlegen, dann
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wird es wohl wahr sein“. Diese Einschätzung versucht sie dann dadurch zu untermauern,
dass „es auch die Verneinung von der Transitivität“ sei. Bei solch einer Aussage zeigen
sich zwei Schwierigkeiten. Einerseits ist diese Aussage nicht die formale Verneinung
der Transitivität und andererseits folgt aus der Gültigkeit einer Aussage natürlich nicht
automatisch die Gültigkeit der jeweiligen Verneinung. Auch Sw4 nutzt die Transitivität für
die Begründung, warum diese Aussage ihrer Meinung nach korrekt ist. Für sie beinhaltet
die Aussage im Prinzip die Transitivität, nur dass die Elemente hier bei der Transitivität
nicht in Relation stehen.
Sw4: Jo, warum nicht, das ist ja im Prinzip dasselbe wie die Transitivität, nur
dass man halt sagt, die sind halt, also das Paar x y ist halt nicht, in der,
steht nicht in Relation.
Als Sw4 anschließend der fünfte Aufgabenteil vorgelegt wird, denkt sie noch einmal
über beide Teile nach. Sie merkt richtig an, dass nicht beide Teile stimmen können, da der
erste Teil der Aussage jeweils identisch ist. Sie kann zwar bei keinem der beiden Aussagen
ein Gegenbeispiel angeben, aber geht nun davon aus, dass eine der beiden Aussagen
korrekt und eine falsch sein muss. Sw4 ist die einzige Studierende, die beim letzten Auf-
gabenteil zwar zweifelt, aber auch abschließend nicht explizit angibt, dass diese Aussage
falsch ist. Allen anderen elf Teilnehmern scheint diese Aufgabe keine großen Probleme
zu bereiten. Die Antworten sind denen zur vierten Teilaufgabe sehr ähnlich. Es werden
wieder Gegenbeispiele angegeben. Sw6 nennt lediglich kurz das Gegenbeispiel und sieht
an dieser Stelle auch keinen Bedarf mehr, näher darauf einzugehen. Sw2 führt wieder
eine äquivalente Umformung des Ausdrucks durch und bei dieser Teilaufgabe kann sie
den Ausdruck formal widerlegen, indem sie den Ausdruck zum Widerspruch führt. Nach
der äquivalenten Umformung nutzt sie die Transitivität, „weil’s ’ne Äquivalenzrelation
ist“ und dann „folgt daraus ja auch, dass 1 in Relation zu 3 steht, und deswegen, öhm, ja,
ist das hier nen Widerspruch sozusagen“.
Abbildung 8.8.: Äquivalente Umformung der fünften Aussage (Sw2)
Anders als beim vierten Aufgabenteil, bei dem sie irrtümlicherweise von der Vernei-
nung der Transitivität sprach, kann auch Sw1 diese Aussage widerlegen. Sie nennt nicht
nur eine Möglichkeit, ein Gegenbeispiel zu konstruieren, sondern merkt darüber hinaus
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noch an, dass, um eine gültige Aussage zu erhalten, eine Einschränkung auf zwei Äquiva-
lenzklassen vorgenommen werden müsste. Hierdurch schafft sie wieder eine Verbindung
zu den ersten drei Aufgabenteilen.
Sw1: Das ist ja eigentlich dann genau das Gegenteil von dem, das sagt ja halt
dann, wenn weder x1 äquivalent zu x2, noch x2 äquivalent zu x3, gilt,
dann gilt auf jeden Fall x1 äquivalent x2, öh x3, also wenn man zwei
Äquivalenzklassen hat, dann gilt das. [...] Bei mehr als zwei, würd’ ich
sagen, ist das nicht sicher.
I: Warum?
Sw1: Weil, wenn ich drei Äquivalenzklassen hab’ und x1 kommt aus der Äqui-
valenzklasse eins, x2 aus der zweiten und x3 aus der dritten, dann ist 1 ja
nicht äquivalent zu 2 [...].
Neben dieser Aufgabe stehen formale Ausdrücke vor allem bei den Erklärungen zu den
Eigenschaften Reflexivität, Symmetrie, Antisymmetrie und Transitivität im Vordergrund.
Es zeigt sich bei den Antworten, dass einige Studierende anscheinend die Gültigkeit
der Eigenschaften in den Übungen nur anhand eines gewissen Schemas überprüft haben,
ohne die Bedeutung verstanden und verinnerlicht zu haben. Hierbei scheinen einige
noch die Definition aus dem Skript zu benötigen, da sie an dieser Stelle Probleme ha-
ben, die Eigenschaften ohne Hilfsmittel korrekt aufzuschreiben und zu erläutern. So
kann beispielsweise Sw3 die Reflexivität nicht genau erklären, sondern erinnert sich
lediglich, dass es „bei reflexiv [...] auf jeden Fall zwei gleiche Elemente“ waren. Als sie
dann kurz danach die Antisymmetrie anspricht, weiß sie lediglich, dass es „nicht das
Gegenteil von symmetrisch [war], das war so ganz durcheinander, das habe ich immer
nicht verstanden“. Sie scheint an dieser Stelle nur nach Erinnerungen zu suchen und
hat die Bedeutung nicht verinnerlicht. Ganz anders sieht es bei Sw6 aus, als sie über die
Antisymmetrie spricht. Im Gegensatz zu anderen, die den Begriff wie sie formal korrekt
definieren können, ergänzt sie noch, dass aus dieser Eigenschaft folgt, dass „die einzigen
Mengen, die man sozusagen vertauschen kann, [...] die reflexiven“ sind. Diese Aussage
zeigt, dass sie die formale Folgerung, die sie explizit nennt, mit Inhalt gefüllt hat und
entsprechend die Bedeutung in eigenen Worten ausdrücken kann.
Bei der Antisymmetrie haben mehrere Teilnehmer Schwierigkeiten und so nennt bei-
spielsweise Sm1 eine falsche Definition, indem er sagt:
Sm1: Wenn aus x, y Element der Relation folgt, dass x = y ist, dann ist es
antisymmetrisch.
Er schreibt die Folgerungsbeziehung auch entsprechend auf. An der anschließenden
Anmerkung „Wenn ich das richtig in Erinnerung habe.“ erkennt man, dass er lediglich
rekonstruiert und die Bedeutung nicht mit einbezieht, denn aus dem was er vorschlägt,
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würde folgen, dass eine antisymmetrische Relation nur aus den reflexiven Paaren bestün-
de. Die Folgerungsbeziehung bei der Antisymmetrie scheint hier schwierig zu sein, denn
einen ähnlichen Vorschlag wie Sm1 macht auch Sw4, indem sie zwei Folgerungsbezie-
hungen mit der Antisymmetrie verbindet:
Abbildung 8.9.: Formaler Ausdruck zur Symmetrie und zur Antisymmetrie (Sw4)
Falls sie nicht lediglich versucht, den formalen Ausdruck mit Hilfe der Erinnerung auf-
zuschreiben, sondern mit der Antisymmetrie auch eine inhaltliche Bedeutung verbindet,
ist für sie die Symmetrie in der Antisymmetrie enthalten und außerdem zeigt die letzte
Folgerung wiederum, dass die Relation lediglich die reflexiven Paare enthält.
Auch die Bedeutung der Folgerungsbeziehung bei der Transitivität scheint Schwie-
rigkeiten zu bereiten, denn sowohl Sw2, als auch Sm4 („[...] und dann bräuchte ich
theoretisch auch eins für die Transitivität, weil sonst hab’ ich ja keins“) sind sich nicht si-
cher, ob die Menge der reflexiven Paare eine bildet. Sie haben nicht verstanden, dass eine
Implikation allgemein gültig ist, falls der entsprechende Fall gar nicht eintritt. Das gleiche
Verständnisproblem zeigt sich bei Sm4, als er sich bei der möglichen Äquivalenzrelation,
die bisher die drei reflexiven Paare, sowie (1,2) und (2,1) enthält, fragt, „ob a gleich c sein
darf“. Er überlegt also, ob die Forderung der Transitivität bereits durch die drei Paare
(1,2), (2,1) und (1,1) erfüllt ist, oder ob noch weitere Elemente hinzugenommen wer-
den müssen. Da es kein Einzelfall und auch kein Flüchtigkeitsfehler ist, scheinen einige
Teilnehmer die logische Struktur der Implikationen noch nicht durchschaut zu haben.
Andere gehen bei der Begründung, warum es sich bei der Menge der drei reflexiven Tupel
um eine Äquivalenzrelation handelt, gar nicht auf die Transitivität ein, aber Sm3 erklärt
explizit, dass es „auf jeden Fall wahr“ ist.
Sm3: Ja, das sind ja beides so Folgerungen und symmetrisch sagt ja, wenn a b
drin ist, muss b a auch drin sein und wenn kein a b drin vorkommt, ist
das ja auf jeden Fall wahr mit der Logik und transitiv ist ja auch, wenn, ist
ja auch die Bedingung, wenn a b und b c drin ist, aber ist ja kein a b und
b c jetzt drin, also muss ja die Folgerung öhm auch auf jeden Fall wahr
sein.
Neben den bisher angesprochenen Problemen schreiben einige Teilnehmer, wie bei-
spielsweise Sw5, die Eigenschaften sehr gut mit Hilfe der formalen Schreibweise auf.
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Abbildung 8.10.: Formale Definition der möglichen Eigenschaften (Sw5)
Es sei hier noch kurz angemerkt, dass zwei Teilnehmer Schwierigkeiten mit einem
Potenzgesetz zeigen. So schreibt Sw2:
Abbildung 8.11.: Fehler beim Potenzgesetz (Sw2)
Auch Sm4 formt beim Herleiten der Formel für die Anzahl der Relationen 2n·n zu
2n ·2n um. Anschließend rechnet er zur Verdeutlichung ein explizites Beispiel mit natür-
lichen Zahlen. Auch hier werden anscheinend häufig lediglich bekannte Rechenregeln
schematisch angewandt.
8.5. Generische und exemplarische
Veranschaulichungen
Veranschaulichungen zeigen sich vor allem an den Stellen des Interviews, an denen
explizit nach Beispielen gefragt wird und bei der Frage, ob der Durchschnitt bzw. die
Vereinigung von Äquivalenzrelationen wieder eine Äquivalenzrelation ergibt. Durch diese
Frage kommen einige Teilnehmer der Studie FDSA von selber auf mögliche Veranschauli-
chungen für Äquivalenzrelationen zu sprechen. Im Anschluss wird allen eine Visualisie-
rung einer Relation aus [DAEPP&GORKIN 2003, S. 112] gezeigt, die zu beschreiben und zu
beurteilen ist.
Wie bereits angemerkt, weisen einige Teilnehmer direkt zu Beginn des Interviews
darauf hin, dass Relationen nicht ihr „Lieblingsthema“ seien. Sw4 begründet diese Ein-
schätzung mit dem Satz „Ich fand das komisch mit den ganzen Äquivalenzklassen, wie
man’s mit dem ganzen Gedöns ..., das fand ich total unanschaulich.“ Für sie scheint
eine Schwierigkeit bei diesem Thema darin zu liegen, dass es ein abstraktes Thema ist,
bei dem nicht häufig auf Veranschaulichungen zurückgegriffen wird. Auf Nachfrage er-
klärt Sw4, dass sie „zumindest immer irgendwie“ versuche, viel mit der Anschauung zu
arbeiten. In der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ wurde bisher nicht über
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Visualisierungsmöglichkeiten für Relationen oder Äquivalenzrelationen gesprochen, aber
im Begleitpraktikum für Bachelor-Studierende wurde eine Möglichkeit im Koordinaten-
system präsentiert, die im Laufe des Interviews auch von einigen Studierenden benutzt
wird. Außerdem haben die Studierenden natürlich bereits viele Beispiele und insbeson-
dere Standardbeispiele kennen gelernt.
Nach der allgemeinen Erklärung, was unter einer Relation zu verstehen ist, zeigen sich
bei der Frage nach einem expliziten Beispiel unterschiedliche Herangehensweisen. Die
meisten Studierenden nennen eine Beziehung wie die Gleichheit (z. B. Sm4, Sm5) oder die
’kleiner’-Relation (z. B. Sw1). Sm4 begründet seine Wahl mit den Worten „Man braucht
[...] mehrere Elemente und dann so ’ne Vorschrift“. Die gegebene Erläuterung passt auch
zu seiner zuvor genannten Definition einer Relation, bei der er die Überprüfung des
Zutreffens von Eigenschaften in den Mittelpunkt rückt. Andere wie Sm2 greifen direkt
auf die Mengenschreibweise zurück. Bei dieser allgemeinen Frage nach einem Beispiel
wird die Angabe von Tupeln aber nicht häufig gewählt.
Abbildung 8.12.: Beispiel für eine Relation (Sm2)
Lediglich Sw4 kann hier kein Beispiel für eine Relation nennen. Sie scheint folglich
noch kein umfassendes Begriffsverständnis zu besitzen, was im Laufe des Interviews an
mehreren Stellen deutlich wird.
Auch bei der Frage nach einem Beispiel für eine Äquivalenzrelation zeigen sich noch
keine großen Probleme. Hier kann nur Sm1 kein Beispiel nennen. Er schlägt erst x y = 0
vor, aber bemerkt dann selber, dass diese Relation nicht reflexiv ist. Es ist interessant,
dass er als allgemeines Beispiel für eine Relation die Gleichheit genannt hat, aber bei
dieser Frage nicht auf das Beispiel zurückgreift. Kurze Zeit später spricht er die Gleichheit
aber im Zusammenhang mit Äquivalenzrelationen an. Die kurzzeitige Ratlosigkeit zeigt
eventuell, dass ihm der Begriff Äquivalenzrelation vielleicht noch Schwierigkeiten bereitet.
Oder aber sie könnte als Indiz dafür gesehen werden, dass er in der Regel nicht mit
konkreten Beispielen arbeitet.
Während sich bis zu diesem Punkt nur sehr vereinzelt Probleme zeigen, können die
Frage nach einer „reflexiven, symmetrischen, aber nicht transitiven Relation“ mehrere
Teilnehmer nicht beantworten, beziehungsweise sind sich der Existenz zwar bewusst,
können aber kein explizites Beispiel angeben (z. B. Sm5). Viele Teilnehmer versuchen
sich an ein Beispiel aus der Übungsgruppe zu erinnern, aber werden dort größtenteils
nicht fündig. Anders Sw2, die zwar auch erst lange sucht „da war nen Beispiel in den Auf-
gaben, glaube ich“, aber im Endeffekt mit x · y ≥ 0 ein Beispiel angeben kann. Auch Sm6
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versucht eine Vorschrift anzugeben, aber er sucht nicht in seinen Erinnerungen, sondern
möchte aktiv mit den Beträgen etwas konstruieren („Da [...] lässt sich mit Sicherheit was
erreichen.“). Auch Sm6 wird fündig und kann schließlich ein Beispiel angeben. Bei dieser
Frage haben viele Studierende Schwierigkeiten, auch wenn ihnen bewusst ist, dass es
solche Relationen gibt. Ihre Schwierigkeiten lassen sich dadurch begründen, dass sie eine
Vorschrift wie beispielsweise die Gleichheit, oder das „kleiner gleich“-Verhältnis, angeben
möchten. Bei solch konkreten Vorgaben, wie der hier gegebenen Fragestellung, ist dieses
recht schwer und insofern wäre die Konstruktion mit Hilfe einer Teilmenge des kartesi-
schen Produkts wahrscheinlich einfacher. Diese Möglichkeit ziehen viele allerdings gar
nicht in Betracht und können entsprechend kein Beispiel angeben, wenn sie bei den ex-
pliziten Vorschriften nicht fündig werden. Da man durch diese Paarschreibweise Beispiele
recht einfach konstruieren und auch die Eigenschaften der Relation häufig schnell er-
kennen kann, wäre es wünschenswert, dass sie den Studienanfängern präsenter wäre, so
dass auch auf sie zurückgegriffen würde. Sm3 und Sw5 suchen erst nach einer Vorschrift,
aber als sie dort nicht fündig werden, schwenken sie um und konstruieren ein Beispiel
mit Hilfe der Mengenschreibweise. Ihnen ist bewusst, dass es beide Möglichkeiten gibt,
auch wenn Sm3 durch den Ausdruck „notfalls kann man eine zusammenschustern“ zeigt,
dass er Beispiele mit konkreten Vorschriften bevorzugt. Auch Sw5 kommt erst nach dem
Vorschlag „x teilt y“ und der Erkenntnis, dass es auch transitiv ist, auf die Mengenschreib-
weise zu sprechen. Sie nennt dann aber auch einen entscheidenden Vorteil, indem sie
bemerkt, „dann muss man nicht über diese Relation immer so nachdenken, wie sie in
Verbindung stehen, das ist mir eigentlich völlig egal“. Sm4 und Sm2 nutzen direkt zu
Beginn die Mengenschreibweise. Sm2 hat dies auch schon beim ersten Beispiel einer
allgemeinen Relation benutzt. Bei beiden passt diese Herangehensweise zur Wortwahl
bei der Einstiegsfrage. Bereits dort hat Sm2 von Paaren gesprochen und Sm4 hat die
„Verbindung zwischen zwei Elementen“ in den Mittelpunkt gerückt. Die Wahl des Bei-
spiels scheint also zumindest teilweise durch die allgemeine Vorstellung von Relationen
motiviert zu sein. Es erscheint daher sehr wichtig, ein umfassendes Verständnis einer Re-
lation zu vermitteln, die auch verschiedene Arten der Darstellung eines Beispiels umfasst.
Bei der Frage nach einem Beispiel für eine Äquivalenzrelation aus den Bereich der
Schulmathematik zeigt sich, dass viele sich diese Frage noch nicht gestellt haben und
teilweise, wie Sm6, kein Beispiel angeben können. Häufig werden allerdings passend zu
den bisher genannten Beispielen die Gleichheit (Sm2, Sm4, Sw6) als „das Trivialste“ und
von Sw2 und Sm4 „kleiner-gleich“ vorgeschlagen. Es ist interessant, dass zwei Personen
die „kleiner-gleich“-Beziehung vorschlagen, und Sw4 „größer“ und „kleiner“ als Beispiele
nennt, obwohl dies gar keine Äquivalenzrelationen sind, da die Symmetrie nicht gegeben
ist. Diese Fehler können als Indiz dafür gewertet werden, dass diese Beziehung eine
Art Prototyp einer Relation darstellt, die übergeneralisiert und in diesem Fall auch mit
Äquivalenzrelationen verbunden wird.
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Interessant ist das Beispiel von Sm1, der ein anschauliches Beispiel mit verschieden-
farbigen Steinen nennt:
Sm1: Ich könnte verschiedensteinige, verschiedenfarbige Steine in ’nem Beutel
haben. [I: Mh.] Dann hätte ich eben den Beutel und öhm wenn zwei
Steine die gleiche Farbe haben, ist es ’ne Äquivalenzrelation, öh, wär’s ’ne
Relation.
I: Warum keine Äquivalenzrelation?
Sm1: Es wäre auch ’ne Äquivalenzrelation, das wäre eben dasselbe wie x = y
und dann, also wenn jeder Stein nur eine Farbe hat, wär’s ’ne Äquivalenz-
relation vermute ich.
Dies ist eine sehr anschauliche Darstellung, die auch noch reale Objekte mit einbezieht.
Gleichwohl ist Sm1 durchaus bewusst, welcher mathematische Zusammenhang durch
dieses Beispiel veranschaulicht wird.
Als im Anschluss speziell nach Beispielen aus dem Bereich der Geometrie gefragt wird,
können die meisten kein Beispiel nennen. Einige schlagen spontan die Strahlensätze vor,
ohne jedoch eine konkrete Relation vorzuschlagen. Positiv herauszustellen ist der Vor-
schlag von Sw6, die die Gleichheit der Fläche von Dreiecken, Quadraten usw. anspricht.
Außerdem nennt Sm4 die Parallelität, die ansonsten auch seitens des Interviewers vorge-
schlagen wird. Sm4 kann zwar eine Äquivalenzrelation aus dem Bereich der Geometrie
nennen, aber bei der Überprüfung der Eigenschaften zeigen sich Schwierigkeiten. Dies
liegt vor allem an seinem Verständnis der Parallelität:
Sm4: Parallelismus heißt, dass die öhm also immer die Verlängerten sich nicht
schneiden. [...] Das heißt, ja, dass jeder Punkt beider Geraden, die liegen
gleich weit auseinander.
Durch sein Verständnis ergeben sich Schwierigkeiten bei der Frage, ob die Bedingung
der Reflexivität erfüllt ist. Als die Parallelität vorgeschlagen wird, können alle bis auf Sw4
die Eigenschaften ohne weitere Hilfen überprüfen. Hierbei nutzen sie in der Regel eine
Begründung, die auf der gleichen Steigung der Geraden bzw. besonders häufig auch auf
dem gleichen Abstand fußt. Das Finden eines solchen Beispiels bereitet vielen Probleme,
aber das Überprüfen der Gültigkeit eines einfachen Beispiels scheint für fast alle keine
Schwierigkeit darzustellen. Durch das Beispiel der Parallelität motiviert, schlagen einige
im Anschluss noch „senkrecht sein“ (Sm4) vor, aber hier erkennen sie dann selber, dass
die Transitivität nicht gegeben ist.
Bei der Frage, ob der Durchschnitt bzw. die Vereinigung von Äquivalenzrelationen
wieder eine Äquivalenzrelation ergibt, spielen Veranschaulichungen eine wichtige Rolle.
Einige schauen sich ein Beispiel an, um ihre allgemeine Einschätzung daran zu überprü-
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fen bzw. diese mit dem Beispiel zu untermauern. So argumentiert beispielsweise Sw4
mit den zuvor aufgeschriebenen Äquivalenzrelationen auf der Menge M = {1,2,3} und
schließt dann in Bezug auf die Vereinigung:
Sw4: Ja, dann ist das auch noch eine, also man kann ja dann, die Teile, die sind
ja überflüssig, die sind ja in der größeren eh schon drin.
Es ist zwar richtig, dass der Durchschnitt wieder eine Äquivalenzrelation ist, aber in
die Begründung von Sw4 fließt an dieser Stelle nur der Spezialfall ein, dass die eine
Äquivalenzrelation eine Teilmenge der anderen ist. Insofern kann, anders als von Sw4
angenommen, mit dieser Begründung keine allgemeine Aussage getroffen werden. Als Be-
gründung für die Tatsache, dass die Vereinigung nicht zwingend eine Äquivalenzrelation
ergeben muss, ist ein explizites Gegenbeispiel hingegen ausreichend.
Sm5: Ja, bei der Vereinigung kann man mit der Transitivität argumentieren,
denke ich mal, öhm, also bei der Vereinigung werden ja alle Elemente
in einen Topf geworfen und es müssen Elemente aus der ersten Relation
nicht unbedingt, also es können ja gleiche Elemente da sein, und die
Transitivität muss aber dadurch nicht gewährleistet sein, also sagen wir
mal in der ersten Relation steht 1 zu 2 in Relation und in der zweiten
Relation steht 2 zu 3 in Relation, deshalb muss nicht unbedingt 1 zu 3 in
Relation stehen.
Sm5 bedient sich hier eines Bildes, „in einen Topf geworfen“, aber neben diesem
anschaulichen Zugang erklärt er auch explizit, an welcher Stelle die Bedingungen einer
Äquivalenzrelation nicht zwingend erfüllt sein müssen.
Insgesamt geben bei diesen beiden Fragen nur drei Teilnehmer eine falsche Antwort,
aber die gegebenen Erklärungen enthalten häufig keine korrekte Begründung. Die Häu-
figkeit einer korrekten Einschätzung resultiert eventuell auch daraus, dass die Aufgabe
bereits in den Übungen angesprochen wurde. Umso interessanter ist die Tatsache, dass
die Begründungen oft nicht passend sind. So sagt beispielsweise Sw2 bei der Erklärung,
warum die Vereinigung keine Äquivalenzrelation ist:
Sw2: Weil, öh, da Elemente aus der einen Relation drin sind, die in der ande-
ren Relation nicht drin sind, [I: Mh.] für die gilt dann sozusagen nur die
eine Relation und öh, ja, deswegen kann die mit der anderen Relation
sozusagen nichts anfangen, ja und das gilt deswegen dann nicht.
Die Wortwahl lässt darauf schließen, dass Sw2 vielleicht eher an konkrete Vorschriften
für Relationen, als an Tupel denkt. Es ist prinzipiell kein Problem, wenn zusätzliche
Tupel hinzukommen und der entscheidende Punkt, dass die Transitivität nicht zwingend
gegeben sein muss, wird von Sw2 nicht angesprochen. Sw3 scheint die Frage falsch zu
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verstehen, da ihre Bemerkungen darauf schließen lassen, dass sie an den Durchschnitt
bzw. die Vereinigung von zwei Mengen M und N denkt. Ihrer Vorstellung nach wird das
erste Element des Tupels aus der Menge M und das zweite Element des Tupels aus der
Menge N gewählt.
Sw3: Also es muss nicht sein, glaube ich.
I: Warum muss es nicht?
Sw3: Öhm, ja weil’s halt sein kann, dass Elemente aus dem Schnitt vorher
mit Elementen in Relation standen, die hier draußen sind (zeigt auf das
Venn-Diagramm) und mit denen im Schnitt halt nicht und dass halt hier
Äquivalenzklassen gemischt lagen und ja, wie erklärt man das am bes-
ten, und das deshalb hier dann irgendwie der Partner oder so fehlt. [...]
Ja, wenn man jetzt diese, man kann ja, es kann ja auch sein, dass eine
Äquivalenzklasse nur aus einem Element besteht, also z. B. aus diesem
Tupel m n und wenn jetzt m hier drin liegt und n hier drin, dann wär das
ja, ging das ja nicht mehr.
Hierdurch ergibt sich dann für sie die Problematik, dass eins der beiden Elemente,
die in Relation stehen, nicht mehr im Durchschnitt enthalten sein könnte. Sw3 greift
an dieser Stelle auf die Veranschaulichung mit Hilfe des Venn-Diagramms zurück und
zeichnet es auch entsprechend:
Abbildung 8.13.: Argumentation mit Hilfe von Venn-Diagrammen (Sw3)
Diese Veranschaulichung kann hier allerdings nicht in dem Sinne verwendet werden,
wie es von Sw3 versucht wird. Es darf nicht davon ausgegangen werden, dass ein x ∈M
Element der visualisierten Menge ist, sondern die Elemente bestehen aus Paaren. Für Sw3
kann die Veranschaulichung an dieser Stelle nicht zum richtigen Verständnis beitragen.
Auch andere Veranschaulichungen werden bei dieser Aufgabe häufig als Hilfe genutzt.
Sw6 nutzt Partitionen, auch wenn bei dieser Aufgabe Partitionen nicht unbedingt hilf-
reich sind, da es beispielsweise durch den Durchschnitt Änderungen an den einzelnen
Äquivalenzklassen geben kann.
Eine Veranschaulichung, die sich bei diesen Fragen als sehr nützlich erweist, wurde
den Bachelor-Studierenden im Begleitpraktikum gezeigt. Hierbei werden die Tupel, die
in Relation stehen, in ein Koordinatensystem eingezeichnet.
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Abbildung 8.14.: Bekannte Visualisierung für eine Äquivalenzrelation (Sm6)
Bei dieser Veranschaulichung entsprechen „Äquivalenzrelationen [...] ja Quadrate[n]“
(Sm6). Die Gültigkeit der Reflexivität lässt sich hier daran erkennen, dass die Elemente auf
der ersten Winkelhalbierenden zur Relation gehören und die Symmetrie bedeutet eine
Achsensymmetrie zur zweiten Winkelhalbierenden. Die Veranschaulichung der Gültigkeit
der Transitivität ist hingegen nur in einigen Fällen möglich (R ⊆R×R) und bereitet auch
dann mehr Schwierigkeiten.
Sm6: Öhm, Transitivität muss daraus folgen, dass wenn, öh ja, beispielsweise
man kann das Viereck ja durch, durch, man kann die Quadrate nicht
verlassen, weil wenn man, ja, das ist schwer zu erklären, aber ist voll
logisch. [I: Ok.] Mh, also wenn man die beiden hier vergleichen würde ...
[I: Ja.] Also hier haben wir ... Ja, Transitivität ist das Schwerste von allen.
Schließlich wählt er für seine Erklärungen das explizite Beispiel auf der Menge M =
{1,2,3,4}, bei dem alle Elemente in Relation zueinander stehen. Er erklärt, dass man
das Quadrat nicht verlassen kann und verdeutlicht zusätzlich die Problematik, wenn ein
„Schnipselchen fehlen würde“, bzw. in anderen Worten das Paar (4,4) nicht zur Relation
gehören würde.
Abbildung 8.15.: Erklärung zur Transitivität mit Hilfe der Visualisierung (Sm6)
Trotz der Schwierigkeiten, die er bei den Erklärungen zur Transitivität hat, stellt er den
Nutzen dieser Veranschaulichung deutlich heraus, indem er betont, dass es zwar „schwer
zu erklären, aber [...] voll logisch“ sei. Insgesamt greifen bei dieser Aufgabe vier der sechs
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Bachelorstudierenden (Sm3, Sm4, Sm6, Sw5), denen diese Veranschaulichung präsentiert
wurde, darauf zurück, ohne dass es seitens des Interviewers angesprochen wird. Auch
dies zeigt, dass die Veranschaulichung von den Studierenden genutzt und als hilfreich
eingeschätzt wird.
Durch diese Veranschaulichung lässt sich die Auswirkung des Durchschnitts bzw. der
Vereinigung sehr schön verdeutlichen. Sm3 erklärt erst anschaulich, dass bei der Vereini-
gung nicht zwingend ein Quadrat herauskommen muss, und es sich entsprechend nicht
immer um eine Äquivalenzrelation handelt. In der anschließenden Erklärung nennt er
auch die zugehörige Begründung, dass die Bedingung der Transitivität verletzt sein kann.
Für eine mögliche Begründung der Gültigkeit der Aussage für den Durchschnitt zweier
Äquivalenzrelation kann beispielhaft Sm6 zitiert werden:
Sm6: Ich stell’ mir das immer graphisch vor, Äquivalenzrelationen sind ja Qua-
drate in einem Quadrat. [...] Und wenn man jetzt zwei Quadrate, also
zwei von diesen Figuren, egal wie sie aussehen, miteinander öh schnei-
det, muss da irgendwas Quadratisches mit dieser durchgezogenen Linie
rauskommen.
Diese Veranschaulichung wird von allen, die sie nutzen, als hilfreich eingeschätzt und
gleichzeitig haben sie ein besseres Verständnis der Veranschaulichung aus [DAEPP&GORKIN
2003], die im Anschluss vorgelegt wird. Nachdem die Veranschaulichung beschrieben
und erklärt wurde, werden die meisten Studierenden gefragt, welche Relation hier darge-
stellt wird. Alle fünf befragten Bachelorstudierende können die richtige Antwort geben,
wobei in der Regel x ≤ y vorgeschlagen und entsprechend die gestrichelte Linie als zu-
gehörig eingestuft wird. Ansonsten kommen verschiedene Vorschläge, wobei sogar von
Integralen gesprochen wird („Weil man, öh, ja Flächen unter Graphen mit Integralen
darstellt, deswegen“ (Sw1)). Sw3 beschreibt die Darstellung zwar sehr gut, kann aber
dann trotzdem die Relation nicht explizit benennen:
Sw3: Das ist ja eigentlich das, öhm y = x ist und alles was da drunter liegt
(lacht), also diese Gerade ist ja x = y [I: Mh.] und dann alles was da drunter
liegt, aber welche Relation das jetzt sein soll, weiß ich nicht.
Obwohl bereits ein Teil formalisiert wurde, indem von der Geraden x = y gesprochen
wird, bereitet es ihr dennoch Schwierigkeiten, die abgebildete Relation zu benennen. Es
wird häufig angemerkt, dass das Ablesen der dargestellten Relation hier nicht einfach
sei. Dies ist jedoch auch nicht das Ziel dieser Veranschaulichung. Sie soll hingegen einen
ersten Eindruck von der Relation geben und kann die Überprüfung der Eigenschaften
erleichtern. Diesen Vorteil erkennen viele der Studierende und so urteilt beispielsweise
Sm5:
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Sm5: Die ist, das ist natürlich dann viel einfacher die Relation zu verstehen,
die öh ja, weil öh, man eben mit dem Bild besser überprüfen kann, ob
Punkte in dieser Relation liegen oder nicht. [...] Symmetrie und Trans-, öh,
Reflexivität ja, bei der Transitivität wurd’s etwas schwierig, weil man da
eben ’nen großen Spielraum hat. [...] Das bringt auf jeden Fall was.
Diese Einschätzung passt auch zu den generellen Ergebnissen im Umgang mit der
Veranschaulichung. Die Gültigkeit der Reflexivität wird gut erkannt und erklärt, wobei
einige die gestrichelte Linie zur Relation hinzunehmen und andere nicht. Auch die Frage
nach der Symmetrie bereitet keine großen Probleme, sondern es wird meistens ein
explizites Gegenbeispiel angegeben. Teilweise wird darüber hinaus erklärt, was bei einer
symmetrischen Relation gelten muss, wobei zwei Mal als erste Idee eine falsche Spiegel-
achse vorgeschlagen wird. Sw1 argumentiert zuerst mit der zweiten Winkelhalbierenden,
so dass sie zu Beginn davon ausgeht, dass diese Relation symmetrisch ist. Nach dem
Verständnis von Sm2 muss eine symmetrische Relation an der y-Achse spiegelbar sein.
An der gleichen Stelle zeigt sich bei Sm3, dass er mit dieser Veranschaulichung sehr gut
umgehen kann:
Sm3: Antisymmetrisch, [I: Antisymmetrisch] würde ich jetzt sagen. [...] Also
symmetrisch kann es ja nicht sein, sonst müsste es ja an dieser Diago-
nalen gespiegelt werden [...] und antisymmetrisch ist’s, weil’s halt keine
Spiegelung gibt außer der halt, dieser Diagonalen.
Auch der Teil der Einschätzung von Sm5, dass die Transitivität mit Hilfe dieser Veran-
schaulichung schwer zu erklären sei, wird durch die Anmerkungen anderer Teilnehmer
bestätigt. Meistens schauen sich die Studierenden Beispiele an und da sie kein Gegen-
beispiel finden, gehen sie davon aus, dass die Transitivität gegeben ist. In der Regel wird
nichts dazu gesagt, wie man die Gültigkeit der Transitivität für den Fall R ⊂R×R hier
allgemein überprüfen kann. Nur Sm3 stellt eine Verbindung zwischen der Transitivität
und der Veranschaulichung her („Würde ich sagen schon, weil das so schön flächen-
deckend ist“). Bei diesem Ansatz, dass die Fläche bei der Visualisierung keine Lücken
aufweisen darf, fließt allerdings wahrscheinlich auch das durch die Veranschaulichung
aus dem Begleitpraktikum bereits erworbene Wissen ein. Zwischen diesen beiden Vi-
sualisierungsmöglichkeiten wird natürlich ein Zusammenhang gesehen („Hat ja nen
bisschen was mit dem zu tun, alles was mit Graphen ist, ist grundsätzlich toll“) und
entsprechend fällt die Beurteilung dieser Veranschaulichung auch positiv aus, wobei
auch die Lehramtsstudierenden, die erstmalig eine solche Visualisierung sehen, diese
Meinung teilen.
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Analyse
Zum Abschluss dieses Analyseteils sollen einige aus der Analyse der vier dargestellten
Interviews gewonnenen Erkenntnisse der Studie FDSA vorgestellt werden. Dies sind wei-
ter gefasste Ergebnisse als die bisher dargestellten, da nun die komplette Zeitspanne der
Interviewstudie, nämlich die Vorlesungszeit des ersten Semesters für die Studienteilneh-
mer, zu Grunde gelegt wird. Die Darstellung der Ergebnisse lehnt sich an die Kategorien
der Analyse (siehe Kapitel 3) an. Nach der Darstellung übergreifender Ergebnisse zu den
drei Kategorien, folgen einige Schlüsse aus der Gesamtheit der Analyse.
9.1. Mentales Modell und vorhandene Fehlvorstellungen
Die erste Kategorie wird an dieser Stelle nur kurz behandelt, da viele auftretende Fehlvor-
stellungen individuell sind und nur selten verallgemeinert werden können. Insgesamt
kann gesagt werden, dass sich bei allen Interviewthemen Fehlvorstellungen zeigen, so-
wohl beim recht anschaulichen Thema Mengenlehre, wie auch beim formalen Thema
Relationen. Hierbei werden Begriffe teilweise zu eng gefasst, aber auch Übergeneralise-
rungen können festgestellt werden. Als auffälliges Beispiel für eine Übergeneralisierung
kann die Einschätzung von Sw1 angeführt werden, dass die Injektivität und die Surjekti-
vität komplementäre Begriffe seien. Ein zu enges Verständnis zeigt sich mehrmals direkt
bei der Einstiegsfrage nach dem allgemeinen Verständnis eines mathematischen Begriffs.
So erklären einige Teilnehmer beim Thema Mengenlehre, dass Mengen lediglich Zahlen
enthalten können. Als weiteres Beispiel für einen Begriff, der von vielen Teilnehmern
zu eng gefasst wird, kann die Relation genannt werden. Bei den Einstiegserläuterungen
zum Thema Relationen greifen viele lediglich auf Beispiele mittels konkreter Vorschriften
zurück und sprechen nicht von Mengen, die gewisse Tupel enthalten.
Insbesondere das Interview zum Thema Relationen zeigt, dass die Vorstellungen der
Teilnehmer und der mathematische Gehalt von Begriffen teilweise weit auseinander
liegen. Beim Begriff Relationen führt die große Diskrepanz zu Schwierigkeiten. Dies ist das
einzige Interview, bei dem vielen Teilnehmern bereits die Einstiegsaufgabe, den Begriff
allgemein zu beschreiben, große Probleme bereitet. Weil sie nicht auf die Definition mit
Hilfe des kartesischen Produkts zurückgreifen, ergeben sich im Laufe des Interviews
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immer wieder Schwierigkeiten (z. B. bei der Suche einer reflexiven, symmetrischen, aber
nicht transitiven Relation), die bei einem umfassenderen Verständnis des Begriffs wohl
nicht zu erwarten wären.
Teilweise werden durch in den Interviews präsentierte Veranschaulichungen Fehl-
vorstellungen aufgedeckt. So zeigt sich beispielsweise erst durch die zu bewertende
Visualisierung zur Hintereinanderausführung von Abbildungen, dass Sw6 diesen Begriff
falsch verstanden hat und davon ausgeht, dass die Definitionsmenge der als zweites
auszuführenden Abbildung eine Teilmenge der Zielmenge der ersten Abbildung sein
muss.
Die durch Prototypen bedingten Fehlvorstellungen im Bereich Abbildungen, von de-
nen Tall und Bakar berichten, zeigen sich in der Studie FDSA kaum. Dies kann einerseits
damit zusammenhängen, dass das Interview zum Thema Abbildungen bereits das dritte
Interview ist und in der siebten bzw. achten Vorlesungswoche stattfindet. Insofern haben
sich alle Teilnehmer schon vertieft mit universitärer Mathematik beschäftigt. Anderer-
seits wurde in der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ die formale Definition
einer Abbildung explizit angegeben. Die Probanden der Untersuchung von Tall und Ba-
kar hingegen haben im Rahmen des Hochschulstudiums noch nicht über das Thema
Abbildungen gesprochen. Darüber hinaus wird die formale Definition zu Beginn des
Interviews, bei der Frage nach der Definition einer Abbildung, wiederholt, so dass davon
auszugehen ist, dass die Studierenden die Definition bei der Beurteilung der Aufgaben
im Hinterkopf haben. Gleichzeitig wurde weder in der Veranstaltung noch im Interview
ein besonderer Schwerpunkt auf reelle Funktionen gelegt, die in der Studie von Tall und
Bakar zweifelsohne als Prototypen fungieren.
9.2. Formale Fertigkeiten
Bereits in den ersten Interviews zeigt sich, dass einige Teilnehmer der Studie FDSA be-
sondere Stärken und gleichzeitig andere Teilnehmer große Schwierigkeiten im Umgang
mit formalen Ausdrücken haben. Über die vier Interviews hinweg scheint es keine ent-
scheidenden Veränderungen bei dieser Einteilung zu geben, so dass sich insgesamt Sm1,
Sm3 und Sm6 als herausragend gut und Sw1, Sw3, und Sw4 als Studierende, die we-
sentliche Probleme mit formalen Ausdrücken haben, eingestuft werden können. Auch
durch die intensive Konfrontation mit formalen Definitionen und Schreibweisen ist bei
den zuletzt genannten Teilnehmern kein Fortschritt zu bemerken, der darauf schließen
lassen könnte, dass sie nach den Erstsemesterveranstaltungen ihre Defizite aufarbeiten
konnten.
Die Kategorie „Formale Fertigkeiten“ umfasst das Formalisieren, die inhaltslose Ar-
gumentation auf der rein formalen Ebene, sowie das Verständnis formaler Ausdrücke.
Zusammenfassend zeigt sich, dass alle drei Bereiche Schwierigkeiten bereiten und inso-
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fern keine der drei Fertigkeiten als unproblematisch für Erstsemester angesehen werden
kann.
9.2.1. Formalisierung
In diesem Abschnitt soll näher auf die Formalisierungsfähigkeiten der Teilnehmer einge-
gangen werden. Als beispielsweise nach der Bedeutung des Begriffs „Relation“ gefragt
wird, haben viele Teilnehmer Schwierigkeiten und können die formale Definition als
Teilmenge des kartesischen Produkts nicht angeben. Auch Sw1 und Sw3, denen forma-
le Ausdrücke generell Schwierigkeiten zu bereiten scheinen, nennen keine derartige
Formulierung, sondern weichen auf Beispiele aus und betonen „das Verhältnis in dem
zwei Objekte zueinander“ stehen (Sw1). Sw5 zeigt an mehreren Stellen ihre Vorliebe für
formale Ausdrücke, indem sie mehrmals versucht, Sachverhalte zuerst in eine forma-
le Schreibweise zu übersetzen, bevor sie sich damit weiter beschäftigt. So versucht sie
beispielsweise bei der Suche nach einem indirekten Beweis der Existenz einer Primfak-
torzerlegung für alle natürlichen Zahlen, die gegebenen Informationen zuerst formal
auszudrücken. Hier zeigt sie eine enorme Ausdauer, indem sie sehr kleinschrittig und
über einen langen Zeitraum hinweg nach Möglichkeiten sucht, auch wenn sie letztend-
lich keine vollständige Lösung angeben kann.
Eine weitere Stelle in den Interviews, an denen Schwierigkeiten von Sw3 und Sw4
zum Vorschein kommen, betrifft die Frage nach der Definition der Mengenoperatoren
Vereinigung und Durchschnitt. Hier ist diesen beiden Teilnehmern nicht klar, warum
der Ausdruck {x ∈ M ∨ x ∈ N } Mengenklammern enthält. Sw4 begründet das Fehlen
der entsprechenden Klammern in ihrer Definition auf Nachfrage damit, dass um den
Ausdruck M∪N auch keine Mengenklammern stünden und Sw3 sieht keinen Unterschied
darin, ob dort nun Klammern stehen oder nicht. An diesen Bemerkungen erkennt man,
dass den Studienanfängern teilweise die unterschiedlichen Ebenen der formalen Sprache
nicht bewusst sind und sie die Struktur nicht vollständig durchdrungen haben. Dieser
Schritt wurde von anderen hingegen schon gemeistert, so dass beispielsweise Sm6 direkt
erwidern kann, dass man ja ansonsten „logische Aussagen mit Mengen vergleicht“.
Beim Interview zum Thema Abbildungen soll eine Definition der strengen Monotonie
in Quantorenschreibweise angegeben werden. Hierbei werden mehrfach die Quantoren
nicht beachtet, was anschließend auch zu Folgefehlern beispielsweise bei der Verneinung
der Aussage führt. Die Bedeutung und Wichtigkeit der Quantoren scheint noch nicht
allen Studienanfängern bewusst zu sein. Dies könnte bei diesem aus der Schule bekann-
ten Thema eventuell damit begründbar sein, dass zur Schulzeit noch keine Quantoren
bekannt waren und sie entsprechend auch nicht mit dem Begriff verbunden werden.
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9.2.2. Umformung formaler Ausdrücke
Auch bei formalen Umformungen auf der inhaltsfreien Ebene zeigen sich Schwierig-
keiten. Diese Fähigkeiten sind z. B. beim Beweis der Gleichheit der beiden Ausdrücke
(A \ B)∪ (B \ A) und (A∪B) \ (A∩B) gefragt. Sw3 hat große Schwierigkeiten und kommt
zwischendurch nicht weiter, während Sw4 davon ausgeht, dass die Klammern der beiden
Ausdrücke einfach weggelassen werden dürften und dann die einzelnen Elemente ver-
tauscht werden könnten, ohne dass die Bedeutung geändert würde: „Hier kann ich ja
einfach die Klammern weglassen. Müsste man, glaube ich zumindest, einfach können.“
Diesen beiden Teilnehmern sind die formalen Regeln nicht bekannt und sie scheinen
gleichzeitig Probleme beim Verständnis dieser formalen Ausdrücke zu haben, da sie
keinen Bedeutungsunterschied bemerken. Als besonders positives Beispiel kann die Bear-
beitung von Sm3 hervorgehoben werden, der detailliert alle Zwischenschritte aufschreibt
und auch erklärt, warum einzelne Teile wegfallen können, da es sich beispielsweise um
Tautologien handelt.
Als weiteres Beispiel für inhaltslose Umformungen im Umgang mit formalen Aus-
drücken kann die Verneinung der strengen Monotonie im dritten Interview genannt
werden. Obwohl die Bedeutung des Begriffs den Teilnehmern bekannt ist, zeigen sich
Schwierigkeiten bei der Verneinung und teilweise wird ein falscher Vorschlag (z. B. x1 < x2
als Verneinung von x1 > x2) als vermeintliche Lösung angegeben.
9.2.3. Verständnis formaler Ausdrücke
Abschließend soll noch auf individuelle Unterschiede beim Verständnis formaler Aus-
drücke hingewiesen werden. Im ersten Interview wird mit der Definition einer Partition
eine formale bis dato unbekannte Definition besprochen. Bei dieser Aufgabe zeigte sich
während der Pilotstudie, dass einigen Teilnehmern der Unterschied zwischen den Men-
gen K und M (vgl. S. 68) nicht bewusst war und auch in der Hauptstudie geht Sw1 davon
aus, dass diese beiden Mengen identisch sind. Sw3 gibt auf Nachfrage an, dass „K [...]
’ne Teilmenge von M [sei], die aber nicht leer ist.“
Beim dritten Interview wird nach einem möglichen Bezug zwischen vorgegebenen
formalen Ausdrücken und den Begriffen injektiv, surjektiv und bijektiv gefragt (vgl. S. 119).
Bei dieser Aufgabe zeigen sich besonders bei Sw3 Schwierigkeiten, da für sie der Ausdruck
∀x1, x2 ∈M : x1 = x2 ⇒ f (x1)= f (x2) gleichbedeutend mit der Definition der Injektivität
ist und durch den Ausdruck ∀x ∈M∃y ∈N : f (x)= y eine surjektive Abbildung definiert
wird. Für sie ergeben sich aus den Unterschieden in den formalen Ausdrücken, die sie
ausdrücklich benennt, keine Bedeutungsunterschiede.
Auch beim Interview zum Thema Relationen zeigen sich Probleme beim Verständnis
formaler Ausdrücke. Als im Laufe dieses Interviews Aussagen zum Thema Äquivalenz-
relationen vorgelegt werden (siehe S. 155), deren Gültigkeit beurteilt werden soll, sehen
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Sw1 und Sw4 bei der vierten Teilaufgabe einen Bezug zur Transitivität. Alle anderen
zehn Teilnehmer merken korrekterweise an, dass die Aussage falsch ist. Sw1 hingegen
sagt, dass der vorgelegte Ausdruck die Verneinung der Transitivität sei und Sw4 gibt als
Begründung dafür, dass die Aussage ihrer Meinung nach stimmt, an, dass es „im Prinzip
dasselbe wie die Transitivität“ sei. Auch diese Bemerkungen zeigen, dass die vorgelegten
Ausdrücke nicht mit einer korrekten Interpretation verknüpft werden können.
Gerade bei denjenigen Teilnehmern, die Schwierigkeiten mit formalen Ausdrücken
in der Mathematik haben, zeigen sich vereinzelt Probleme beim Verständnis mathe-
matischer Floskeln. So fragt sich Sm2 im zweiten Interview zum Thema Vollständige
Induktion, ob der Ausdruck „beliebig aber fest“ gleichbedeutend zu „für alle“ ist und
Sw2 ist beim Interview zum Thema Abbildungen nicht klar, ob die gegebene Definition
der strengen Monotonie, die eine „wenn-dann“-Beziehung beinhaltet, die Äquivalenz
der beiden Aussagen bedeutet. Bei der gleichen Definition ist Sw5 sich unsicher, ob
der Ausdruck „für je zwei reelle Zahlen“ bedeutet, dass ein solches Paar existieren oder
ob die Aussage für alle Paare reeller Zahlen gelten muss. Diese Beispiele zeigen, dass
Standardausdrücke der mathematischen Umgangssprache für Studienanfänger schwierig
verständlich sein können und eventuell auch zu Missverständnissen führen können.
9.3. Generische und exemplarische
Veranschaulichungen
Es zeigt sich, dass die Teilnehmer der Studie, die im Bereich der formalen Fertigkei-
ten Probleme haben, teilweise auf Veranschaulichungen zurückgreifen. So verwenden
sie beispielsweise beim Interview zum Thema Abbildungen häufig Venn-Diagramme,
um Sachverhalte zu erklären. An manchen Stellen werden Veranschaulichungen als Art
Ausweichstrategie genutzt. Sw1 bezeichnet sich auch selber als „Beispiel-Mensch“ (vgl.
S. 83). Da für das Beweisprinzip der vollständigen Induktion eingängige Veranschauli-
chungen existieren, wurde erwartet, dass die Teilnehmer, die verstärkt mit anschaulichen
Argumenten antworten, wenig Probleme mit dem Verständnis haben. Diese Erwartung
kann allerdings nicht bestätigt werden, da gerade Sw1 und Sw3 große Schwierigkeiten
zeigen. Zum Zeitpunkt des Interviews haben sie nicht verstanden, warum für den Induk-
tionsanfang in der Regel n = 1 gewählt wird. Sw3 hat darüber hinaus nicht verstanden,
warum ein solcher Beweis nicht die Gültigkeit einer Aussage für alle reellen Zahlen zeigt.
Gleichzeitig sind es wiederum die formal starken Studierenden Sm1, Sm3 und Sm6, die
das Prinzip der Vorwärts-Rückwärts-Induktion vollständig durchdringen.
Im Folgenden soll detailliert dargestellt werden, dass sich bei den drei Studierenden
Sm1, Sm3 und Sm6, die zuvor als sehr stark im Bereich der formalen Fertigkeiten identifi-
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ziert wurden, Unterschiede im Umgang mit Veranschaulichungen zeigen.
Sm1 nutzt häufig erst im zweiten Schritt eine Veranschaulichung zur Überprüfung
seiner Ergebnisse, die er zuvor formal begründet hat. Dies macht er z. B. beim ersten
Interview, als er das „exklusive-oder“ kennenlernt oder auch im dritten Interview, als er
die Verneinung von „streng monoton fallend“ angeben soll. Auf der anderen Seite gibt es
Bereiche, in denen Sm1 gerne und häufig auf Veranschaulichungen zurückgreift. Dies
bemerkt man besonders beim Interview zum Thema Abbildungen. Hier argumentiert er
oft an Hand eines Graphen und er hat sich auch bereits Gedanken über eine mögliche
Verbindung der Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv mit der Veranschaulichungsform
des Graphen gemacht. Insgesamt scheint Sm1 häufig formal an Aufgaben heranzugehen,
aber er nutzt themenabhängig auch Veranschaulichungen, z. B. als Kontrollmöglichkeit.
Sm3 hingegen gibt beim ersten Interview an, dass er es zu umständlich fände, sich
Mengen jedes Mal bildlich vorzustellen (vgl. S. 83) und auch beim Interview zum Thema
Abbildung erklärt er, „während des Mathematikstudiums“ noch nicht mit Graphen gear-
beitet zu haben. Dies passt auch dazu, dass er bei den Abbildungsvorschriften nach Tall,
bei denen häufig eine Verbindung zum Graphen gezogen wird, erst auf Nachfrage über
Graphen nachdenkt. Sm3 versucht ausschließlich auf der formalen Ebene zu argumentie-
ren und zieht auch bei Begriffen, die häufig sehr eng mit Veranschaulichungen verknüpft
sind, wie beispielsweise die Injektivität, nicht direkt Veranschaulichungen, wie in diesem
Fall Venn-Diagramme, hinzu.
Neben Sm1 und Sm3 hat noch Sm6 besonders gute formale Fähigkeiten gezeigt. Anders
als die anderen beiden nutzt er recht oft Veranschaulichungen für seine Argumentationen.
Er ist beispielsweise der einzige, der beim Erklären des Beweisprinzips der Vollständigen
Induktion auf ein anschauliches Bild verweist („Einstichstelle“, siehe S. 113). Außerdem
betont er bei der vorgeschlagenen Visualisierungsmöglichkeit für Relationen, wie nütz-
lich er diese findet und sagt in diesem Zusammenhang, dass „alles was mit Graphen ist,
[...] grundsätzlich toll“ sei. Passend zu dieser Aussage nutzt er auch bei dem Interview
zum Thema Abbildungen häufig einen Graphen als Veranschaulichungsmöglichkeit und
setzt den Begriff der Injektivität direkt mit einem Graphen und nicht zuerst mit einem
Venn-Diagramm in Verbindung.
Insgesamt zeigt sich in den Interviews, dass Veranschaulichungen in der Regel als
sehr hilfreich eingestuft werden und entsprechend vielleicht versucht werden sollte,
den Studienanfängern auch bei formalen Themen, wie Relationen, Veranschaulichungs-
möglichkeiten an die Hand zu geben. Der in dem Interview zum Thema Relationen
präsentierte Vorschlag wird durchgehend positiv bewertet und dies auch von denjenigen
Studierenden, die keine ähnliche Visualisierungsmöglichkeit bereits im Begleitpraktikum
kennengelernt haben.
Bei diesem Interview zum Thema Relationen zeigt sich, dass es empfehlenswert ist,
verschiedene Visualisierungsmöglichkeiten zu kennen, da an einigen Stellen die Angabe
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eines Beispiels durch eine Menge, die Tupel enthält, oder auch Partitionen sehr hilfreich
gewesen wären.
9.4. Globale Schlussfolgerungen
Insgesamt zeigt sich, dass bei den formalen Fertigkeiten der Teilnehmer sowohl beim
Formalisieren, als auch bei Umformungen und dem Verständnis formaler Ausdrücke,
wenig Veränderung im zeitlichen Verlauf der Interviewstudie zu erkennen ist. Bedingt
durch die beiden Veranstaltungen „Mathematische Grundlagen“ und „Analysis I“, die
die Teilnehmer parallel zur Studie besuchen, ist, wie zu erwarten, eine inhaltliche Weiter-
entwicklung zu erkennen, aber auch beim dritten Interview zum Thema Abbildungen
zeigen sich noch elementare Schwierigkeiten bei den formalen Fertigkeiten, die mit den
Problemen beim ersten Interview zum Thema Mengenlehre vergleichbar sind.
Teilweise greifen besonders diejenigen Studierenden, die formale Schwächen haben,
auf Veranschaulichungen oder Prototypen zurück. Diese wird z. B. beim ersten Interview
zum Thema Mengenlehre deutlich, als z. B. Sw1 und Sw5 mit Venn-Diagrammen bzw.
zwei Beispielmengen argumentieren, um die Bedeutung von Mengenoperatoren zu er-
klären. Auch beim dritten Interview zum Thema Abbildungen wird insbesondere bei
weiterführenden Aufgaben zu den Eigenschaften Injektivität, Surjektivität und Bijektivität
häufig auf eine Veranschaulichung mit Hilfe von Venn-Diagrammen zurückgegriffen.
Die Zuhilfenahme von generischen oder exemplarischen Veranschaulichungen kann
an solchen Stellen dadurch motiviert sein, dass sich entweder auf der formalen Ebene
Schwierigkeiten ergeben, die durch die Zuhilfenahme umschifft werden sollen oder aber
auch als erste Verdeutlichung des Sachverhalts, der sich dann in einem weiteren Schritt
durchaus noch eine formale Argumentation anschließen kann.
An einigen Stellen zeigt sich in der Studie FDSA, dass Teilnehmer Inhalte aus der
Veranstaltung wiedergeben können, dieses Wissen entsprechend übernommen haben
und beispielsweise Rechen- und Beweisschemata anwenden können, ohne ein tiefe-
res Verständnis für die Sachverhalte erworben und die Zusammenhänge vollständig
durchdrungen zu haben. Als Beispiel für dieses Problem kann das Interview zum Thema
Vollständige Induktion angeführt werden. Keiner der Teilnehmer hat größere Schwierig-
keiten, als ein Induktionsschritt explizit durchzuführen ist. Allerdings existieren durchaus
noch Fehlvorstellungen, warum als Induktionsanfang n = 1 gewählt wird oder inwie-
fern durch die Vorwärts-Rückwärts-Induktion die Aussage für alle natürlichen Zahlen
bewiesen werden kann. Gerade deshalb erscheint es sehr wichtig, in den Übungen nicht
ausschließlich Anwendungsaufgaben, sondern auch Verständnis- und weiterführende
Aufgaben zu stellen.
Zu erwarten war die Beobachtung, dass die Studierenden nur vereinzelt eigenständig
nach Verknüpfungen zwischen in der Veranstaltung eingeführten Begriffen gesucht oder
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solche entdeckt haben. In der Regel findet in den entsprechenden Interviewpassagen
eine erstmalige Auseinandersetzung mit möglichen Zusammenhängen statt. Dies ist
verständlich, da die Teilnehmer sich im ersten Fachsemester befinden und allein durch
die beiden Pflichtveranstaltungen mit einer großen stofflichen Fülle konfrontiert werden.
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Teil III.
Die Theorie des prädikativ-logischen
und funktional-logischen Denkens im
Zusammenhang mit der Studie FDSA
189

Einleitung
Im dritten Teil dieser Arbeit soll ein möglicher Einfluss einer Präferenz für prädikativ-
logisches oder funktional-logisches Denken auf die Auseinandersetzung mit den mathe-
matischen Inhalten der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ untersucht werden.
Mit dem Begriffspaar werden zwei kognitive Denkstile bezeichnet, die sich laut Schwank
nicht nur zur „Beschreibung von Unterschieden bei individuellen Denkvorgängen eig-
ne[n], sondern auch zur Beschreibung von Unterschieden in der mathematischen Heran-
gehensweise und bei Begriffsbildungen“ [SCHWANK 2003b, S. 1].
Zu Beginn dieses Teils wird die Theorie des prädikativ-logischen und funktional-
logischen Denkens samt einiger relevanter Forschungsergebnisse aus zugehörigen Studi-
en dargestellt. Im Anschluss wird ein Diagnoseinstrument zur Feststellung einer vorhan-
denen Präferenz, die QuaDiPF-Aufgaben, erläutert und es werden diejenigen Aufgaben,
die in der Studie FDSA zum Einsatz kommen, detailliert beschrieben. Im Anschluss folgt
die Auswertung der Bearbeitungen durch die Teilnehmer der Studie FDSA verbunden
mit der Bestimmung einer eventuell vorhanden Präferenz für einen der beiden Denkstile.
Die Auswertung wird anhand der gegebenen Erläuterungen und zuvor, während des Pro-
zesses der Lösungsfindung, aufgezeichneter Blickdaten erfolgen. Anschließend werden
Ergebnisse der Analyse der Interviews dargestellt, wobei der Fokus auf Besonderheiten
liegt, die möglicherweise im Zusammenhang mit den jeweiligen Denkstilen stehen.
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10. Prädikativ-logisches versus
funktional-logisches Denken
Mit dem von Schwank eingeführten Begriffspaar „prädikativ-logisches“ und „funktional
logisches Denken“ werden kognitive Denkstile bezeichnet, die sich in verschiedenen
Studien als zeitlich stabil und aufgabenunabhängig erwiesen haben. Darüber hinaus hat
sich gezeigt, dass die Unterschiede sowohl auf verschiedenen Leistungsniveaus, als auch
in unterschiedlichen Kulturen anzutreffen sind [SCHWANK 1994, S. 35].
Beim „prädikativ-logischen Denken“ ist eine „Empfänglichkeit [...] für Gleichheiten
(etwas anspruchsvoller: für Ähnlichkeiten, Verwandtschaften)“ zu erkennen [SCHWANK
2003a, S. 70]. Hierbei werden Eigenschaften verglichen und Gemeinsamkeiten herausge-
arbeitet [SCHWANK 2003a, S. 70]. Bei der prädikativen Sichtweise werden die Elemente als
nebeneinanderstehend erfasst werden. Bei dieser Herangehensweise sind die Struktur,
die Ordnung und das Invariante von besonderer Bedeutung, wobei die Beschreibung von
Zuständen und Prädikaten einen wichtigen Aspekt darstellen [SCHWANK 2003a, S. 70]. Bei
prädikativen Analysen ist eine präzise „Verwendung von Wörtern“ häufig und typisch.
Hier finden nicht selten Namensgebungen statt, da Etikettierungen eine Kategorisierung
erleichtern können [vgl. SCHWANK 2003a, S. 72].
Hingegen können Wörter beim funktional-logischen Denken „durchaus in den Hinter-
grund treten“. Hier ist die Sprache in der Regel „nicht das zentrale kognitive Werkzeug [...],
mittels dessen sich Ideen herausbilden“ [SCHWANK 2003a, S. 73]. Hier stehen vielmehr
Prozesse und Abläufe der Veränderung im Mittelpunkt [vgl. SCHWANK 1994, S. 37][vgl.
SCHWANK 2003b, S. 1]. Unterschiede stehen im Zentrum des Interesses und es werden
„Konstruktionsprozesse“ bedacht, die die unterschiedlichen Zustände ineinander über-
führen können [SCHWANK 2003a, S. 70]. Hierbei entsteht etwas Neues und die zeitliche
Abfolge der einzelnen Schritte ist ein entscheidendes Merkmal.
Insgesamt ist mit „dem Begriffspaar [...] ein Versuch unternommen worden, kognitive
Erklärungsmuster für eine Vorliebe oder auch besondere Fähigkeiten für je eine der
beiden Sichtweisen zu geben.“ [SCHWANK 2003b, S. 1].
Bereits bei Aufgaben der elementaren Schulmathematik können verschiedene Heran-
gehensweisen entsprechend der beiden Denkstile gewählt werden. Auch vorgegebene
Aufgabenstellungen können eine einseitige Fokussierung nach sich ziehen. So nennt
Schwank in [SCHWANK 2005, S. 119] eine Möglichkeit, je nach Formulierung einer Aufga-
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benstellung, eher eine funktional-logische oder eine prädikative-logische Denkweise zu
unterstützen.
Abbildung 10.1.: Entnommen aus [SCHWANK 2005, S. 119]
„Entlang eines Weges der Länge L werden alle l Meter Bäume gepflanzt. Wie
viele Bäume benötigt man?“
„Entlang eines Weges der Länge L stehen im Abstand von l Metern Bäume.
Wie viele Bäume befinden sich dort?“
Bei dem ersten Vorschlag („Aktions-, Täter-Sicht“) ist der Prozess, die Entstehung der
Baumreihe, entscheidend für den Lösungsweg und dem zweiten („Zustands-, Beobachter-
Sicht“) die Struktur und die Eigenschaften, welche die Baumreihe besitzt. Insofern kann
versucht werden, durch Wahl geeigneter Materialien und, oder Aufgabenstellungen eine
bewusste Förderung eines Denkstils zu erzielen.
Insgesamt hat sich gezeigt, dass „Mädchen sich häufig durch gute prädikative Leis-
tungen auszeichnen, selten aber gute funktionale, und dass es bei Jungen, auch wenn
nicht ganz so extrem, umgekehrt der Fall ist“ [SCHWANK 2003a, S. 75]. Es stellt sich als
nicht gerade einfache Aufgabe heraus, ein „intelligentes und dabei funktional besonders
begabtes Mädchen zu finden“ [SCHWANK 2005, S. 106].
Trotz möglicher deutlichen Präferenzen muss an dieser Stelle betont werden, dass alle
Menschen beide Herangehensweisen nutzen können. Insofern ist es nicht verwunderlich,
dass es Menschen gibt, die je nach Aufgabe prädikativ- oder funktional-logisch argu-
mentieren und bei denen keine eindeutige Bevorzugung einer der beiden Denkstile zu
bemerken ist. Es hat sich gezeigt, dass eine vorliegende Präferenz in der Regel erst bei
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für die jeweilige Person kognitiv anspruchsvollen Aufgaben sichtbar wird. [vgl. SCHWANK
2001, S. 489].
Als Messinstrument für prädikatives und funktionales Denken wurden die QuaDiPF-
Aufgaben (Qualitatives Diagnoseinstrument für Prädikatives versus Funktionales Denken)
von Schwank entwickelt. Es handelt sich dabei um 3×3 - Matrizen, bei denen die Figur
an der Position (3,3) fehlt. Die Aufgabe besteht darin, diese Figur unter Berücksichtigung
der vorhandenen Figuren logisch zu erschließen (siehe Abb. 7.2).
Ausgangspunkt für die Entwicklung der QuaDiPF-Aufgaben waren die Matrizenauf-
gaben aus dem APM-Test von Raven [siehe z. B. RAVEN 2000]. Hierbei handelt es sich
ebenfalls um Matrizenaufgaben, die drei Spalten und Zeilen umfassen, und bei denen
die Figur an Position (3,3) fehlt. Allerdings werden hier Lösungsvorschläge vorgegeben,
aus denen eine Antwort gewählt werden muss. Das Ziel dieses Tests besteht darin, eine
Aussage über die Intelligenz der Versuchspersonen zu erhalten und zum Beispiel zu
untersuchen, inwieweit dieses Ergebnis mit der späteren beruflichen Leistung korreliert.
Da das Ziel der QuaDiPF-Aufgaben aber darin liegt, mehr über die kognitiven Denkpro-
zesse zu erfahren, werden dabei keine Lösungsvorschläge gegeben [vgl. SCHWANK 1996,
S. 179]. Es ist entscheidend, dass die Versuchsperson sich aktiv mit der Lösungsfindung
beschäftigt und nicht einfach mit gegebenen Vorschlägen abgleicht. Das Weglassen der
Lösungsalternativen führt „zur Erhöhung des Denkanspruchs“ [SCHWANK 2005, S. 103].
Weiterhin enthält der APM-Test nur eine Aufgabe, die im Nachhinein als funktional zu
klassifizieren wäre [SCHWANK 2003a, S. 71]. Bei manchen Analysen wird diese spezielle
Aufgabe (APM-II-18) sogar vollends ausgeklammert [siehe z. B. CARPENTER et al. 1990,
S. 431]. Die QuaDiPF-Aufgaben enthalten hingegen bewusst Aufgaben, die gleichermaßen
prädikativ- als auch funktional-logisch gelöst werden können, als auch Aufgaben, bei
denen lediglich durch eine prädikativ-logische bzw. funktional-logische Argumentation
eine Lösung angegeben werden kann, die alle Figuren umfassend berücksichtigt (siehe
z. B. die Operatoraufgaben, die in Abschnitt 11 detailliert vorgestellt werden). Um Nähe-
res über die hier interessierenden Denkweisen zu erfahren, sind neben der Angabe der
geschlussfolgerten Lösungsfigur die Erläuterungen der Versuchsperson zu ihrem Ergebnis
von großer Bedeutung. Im Normalfall ergeben sich erst dadurch Hinweise darauf, ob eine
vorwiegend funktional oder prädikativ geprägte Sichtweise vorliegt, da durchaus beide
Vorgehensweisen zur gleichen Lösungsfigur führen können. Die Erklärungen der Ver-
suchspersonen sind dem aktiven Denkprozess zeitlich nachgeordnet und insofern wird
zwischen dem Denken und der Versprachlichung bereits eine Filterung stattgefunden
haben. Um einen besseren Einblick in die Denkprozesse erhalten zu können, wurden
am Institut für Kognitive Mathematik der Universität Osnabrück in Zusammenarbeit
mit der Universität Lübeck EEG-Untersuchungen durchgeführt, während die Versuchs-
personen QuaDiPF-Aufgaben bearbeiten. Hierbei konnten unterschiedliche Aktivierun-
gen nachgewiesen werden. Außerdem zeigte sich, dass auch bei gebahntem Denken,
wenn beispielsweise explizit der von einer Versuchsperson seltener genutzte Denkstil
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gewünscht ist, trotzdem häufig Elemente des präferierten Denkstils zu erkennen sind
[vgl MÖLLE et al. 2000, S. 553, 560]. Eine detaillierte Analyse der Ergebnisse befindet sich
in [MÖLLE et al. 2000]. Darüber hinaus wurden in Studien von Schwank, Brinkschmidt
und Armbrust Blickbewegungen während der Bearbeitung von QuaDiPF-Aufgaben mit
Hilfe eines Eye-Trackers aufgezeichnet [SCHWANK 2001] [COHORS-FRESENBORG et al.
2003]. Hierbei konnten bestimmte Blickpfade mit einem prädikativ- beziehungsweise
funktional-logischem Denkstil in Verbindung gebracht werden. Näheres zu den Ergebnis-
sen folgt in Abschnitt 11.4.
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In der Studie FDSA werden in Anschluss an das erste Interview neun QuaDiPF-Aufgaben
von den Versuchspersonen bearbeitet, wobei die ersten acht aus der Aufgabensammlung
von Schwank stammen [SCHWANK 1998] und die neunte neu konzipiert wurde.
Motiviert durch die Erkenntnisse aus den Studien von Putz-Osterloh [PUTZ-OSTERLOH
1979], Schwank [SCHWANK 2001] und Armbrust [ARMBRUST 2006] werden auch bei dieser
Studie die Augendaten während der Präsentation der QuaDiPF-Aufgaben am Bildschirm
aufgezeichnet.
Zu Beginn bekommen die Studierenden nachfolgende Erklärung:
Hier siehst du eine 3×3-Matrix, bei der eine Figur fehlt. Die Figur soll nun
unter Berücksichtigung der anderen Figuren erschlossen, ergänzt werden.
Mir kommt es dabei vor allem auf die Erklärung an, warum du meinst, dass
die Figur, die du dir überlegt hast, gut in das Gesamtbild passt.
Während der gesamten Bearbeitungszeit wird videographiert, um die Erklärungen,
sowie Mimik und Gestik sowohl während der Lösungsfindung als auch während der
Erklärungen festzuhalten.
Bei dieser Aufgabenstellung wird bewusst nicht betont, dass die Lösung sich aus den
Zeilen bzw. Spalten ergeben soll, da bei einigen Aufgaben teilweise auch alternative Sicht-
weisen genannt werden können (z. B. die Grundidee der Mengenbildung bei der siebten
Aufgabe (siehe Abbildung 7.2)). Damit die Blickbewegungen möglichst gut erhoben wer-
den können, sollen die Studierenden so lange auf den Bildschirm schauen, bis sie sich
eine Lösungsfigur erschlossen haben. Anschließend erhalten sie ein Blatt Papier mit der
jeweiligen QuaDiPF-Aufgabe, um ihren Lösungsvorschlag aufzuzeichnen. Zehn der elf
Teilnehmer, deren Bearbeitungen ausgewertet werden1, begründen ihre Entscheidung
erst im Anschluss an das Aufzeichnen der Lösungsfigur. Hingegen äußert sich Sw2 bereits
während der Bearbeitung der Aufgaben, was bei der Analyse der Blickbewegungen zu
berücksichtigen ist.
Abbildung 7.2 zeigt alle verwendeten QuaDipF-Aufgaben.
1 Bei Teilnehmer Sm2 hat die Videoaufzeichnung aus technischen Gründen nicht funktioniert, so dass
diese Person von der Auswertung ausgeschlossen werden muss.
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(a) Erste Aufgabe (C02) (b) Zweite Aufgabe (C18) (c) Dritte Aufgabe (C07)
(d) Vierte Aufgabe (C13) (e) Fünfte Aufgabe (C30) (f) Sechste Aufgabe (C17)
(g) Siebte Aufgabe (C27) (h) Achte Aufgabe (C23) (i) Neunte Aufgabe (C_neu)
Abbildung 11.1.: Die in der Studie FDSA verwendeten QuaDiPF-Aufgaben (in Klammern
wird die zur jeweiligen Aufgabe gehörige Bezeichnung aus [SCHWANK
1998] angegeben)
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Um die Diskussion einzelner QuaDiPF-Aufgaben zu vereinfachen, werden die folgen-
den Bezeichnungen eingeführt, wobei si j für die Figur (Symbol) in der i -ten Zeile und
j -ten Spalte steht:
s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33
11.1. Vorstellung der einzelnen QuaDiPF-Aufgaben
Die erste Aufgabe ist eine Einstiegsaufgabe, die sowohl prädikativ als auch funktional
gelöst werden kann. Es wird zu Beginn bewusst eine einfache Aufgabe gewählt, mit der
einerseits das Aufgabenprinzip verdeutlicht werden soll und mit der andererseits das Ver-
ständnis der Aufgabenstellung überprüft werden kann. Bei der Wahl der Reihenfolge der
übrigen acht Aufgaben wird versucht, die Möglichkeit des einfachen Übertragens einer
Strategie auf die folgende Aufgabe zu minimieren. Hierbei wird vor allem auf Erfahrungs-
werte aus anderen Studien zurückgegriffen. Die neu konzipierte Aufgabe wird bewusst
als letzte gestellt, da hier noch keine Erfahrungen vorliegen und durch die Endposition
ein Einfluss auf die anderen ausgeschlossen werden kann.
Im Folgenden werden nun die einzelnen Aufgaben samt einer groben Skizzierung der
unterschiedlichen Lösungsvorschläge der Studierenden vorgestellt. Die gezeichneten
Lösungsfiguren werden in Abbildung 11.1 auf S. 208 gesammelt dargestellt.
Eine typisch funktionale Argumentation bei der ersten Aufgabe gibt z. B. Sw5, indem
sie erklärt:
Sw5: Mhm, ich würde vermuten ähm, hier hin [zeichnet ein Dreieck und in die
untere Spitze einen Kreis] und zwar geht die immer im Uhrzeigersinn rum
der Kreis.
I: Mhm.
Sw5: Ja gut, von hier geht der halt als nächstes runter [zeichnet in die Figur
S11 vom Kreis ausgehend einen Pfeil zur unteren Spitze] und da geht der
wieder hoch [zeichnet in der Figur s12 vom Kreis ausgehend einen Pfeil
zur rechten, oberen Spitze].
Eine mögliche prädikative Argumentation lautet hingegen folgendermaßen:
Sm1: Ja, da müsste jetzt mit Kreis nach unten eine kommen, weil in jeder Reihe
jeweils zwei oben sind und eins unten.
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Bei der zweiten Aufgabe sind wiederum beide Sichtweisen zielführend. Bei der funktio-
nalen Möglichkeit wird die Entwicklung von einer Figur zur nächsten in den Mittelpunkt
gestellt. In den Zeilen werden die beiden Seitenwände erst nach innen gedrückt und
dann nach außen gezogen.
Sm1: Begründung wäre, wir haben hier [zeigt auf Figur s11] ’ne Startfigur. Wir
biegen die Außenseiten nach innen [zeigt bei Figur s12 erst auf die oberen
beiden Punkte, dann ins Innere]. [...] Dann biegen wir die Außenseiten
nach außen [zeigt auf die seitlichen Verbindungslinien der Figur s13.]
Eine prädikative Sichtweise kann zur gleichen Lösungsfigur führen, indem das Augen-
merk darauf gelegt wird, dass in den Zeilen jeweils der Boden und der Deckel gleich
sind und in den Spalten die linke und die rechte Wand. In einer zweiten prädikativen
Analysemöglichkeit bezieht man sich auf die Pärchenbildung, wonach die Figuren an
den Stellen s12 und s21 (bis auf eine Drehung) identisch sind, ebenso s13 und s31, sowie
s23 und s32. Bei dieser Argumentation, die die Form von s22 nicht mit einbezieht, wird
üblicherweise das gleiche Symbol wie an Position s11 ergänzt.
Sw6: Also ich würde jetzt so ein Quadrat da hinmalen.
I: Mhm.
Sw6: Und zwar, ich hab mir gedacht, dass ähm, dass ist hier [legt einen Stift auf
die Diagonale von links oben nach rechts unten] so symmetrisch.
I: Mhm.
Sw6: Und äh das Quadrat erfüllt diese Eigenschaft auch.
I: Mhm.
Sw6: Aber ansonsten äh kommen alle zweimal vor, außer das Quadrat und das
in der Mitte.
I: Mhm.
Sw6: Da hab ich gedacht, kann man das in der Mitte doch allein lassen und
dann alle draußen sind halt zweimal.
Diese Art der Analyse über Pärchenbildung kann analog auch bei den Aufgaben vier
und neun angewendet werden. Bei der vierten Aufgabe gibt es, wie bei der zweiten
Aufgabe, darüber hinaus noch eine andere prädikative Argumentation, die alle vorhande-
nen Elemente erklärt. Zur Verdeutlichung kann die Figur s11 in vier Teilstriche t1, ..., t4
unterteilen, die hier folgendermaßen bezeichnet werden sollen:
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t1 t2
t3 t4
Insgesamt bleiben bei den Figuren dieser Aufgabe in den Zeilen t1 und t4 gleich und
in den Spalten t2 und t3. Als Lösungsfigur erhält man entsprechend ein auf einer Ecke
stehendes Quadrat. Diese Argumentation wird bei Untersuchungen allerdings seltener
als die andere bereits dargestellte prädikative Herangehenweise benutzt.
Die Unterteilung der Figur in vier Teilstriche t1, ..., t4 wird hingegen häufig für eine
funktionale Erklärung benutzt. Bei der funktionalen Argumentation erhält man wiederum
das auf der Ecke stehende Quadrat, wobei bei der Begründung die sich drehenden
Teilstriche im Fokus der Betrachtung stehen. In jeder Zeile wird im ersten Schritt t2
gedreht (um 90°) und dann in jeder Zeile beim Übergang von der mittleren zur letzten
Figur der Teilstrich t3. Analog wird in den Spalten zuerst t1 und dann t4 gedreht.
Sm4: Mhm ja also ... hier [zeigt auf Figur s11] hat man ja dann immer ... wenn
man sich dann hinterher [zeigt auf Figur s13] anschaut, hat man immer
dann [zeigt wieder Figur s11] eine ... also zuerst dreht sich sozusagen nur
das Stäbchen [zeigt auf die Linie im ersten Quadranten der Figur s11] und
dann dreht sich auch noch das [wandert zu Figur s12 und zeigt auf die
Linie im unteren linken Quadranten].
Bei der neunten und letzten Aufgabe wurde als typische prädikative Argumentation
bereits die Pärchenbildung genannt; auf der funktionalen Seite kann der Übergang zwi-
schen den Figuren durch Funktionen beschrieben werden. Sowohl in den Zeilen als auch
in den Spalten werden in Bezug auf die Ecken zuerst zwei hinzu genommen und dann
drei weggenommen. Entsprechend wird als fehlende Figur ein Dreieck ergänzt.
Sm1: Oder 1, 2, 3, 4, 5, 6. [Geht die Ecken in der mittleren Figur der letzten
Spalte durch.] Dann muss hier ein ... [zeichnet ein Dreieck] Dreieck hin.
I: Warum?
Sm1: Wir haben hier ein Fünfeck [zeigt auf Figur s11 und schreibt eine 5 an die
rechte obere Ecke der Figur], hier haben wir ein Siebeneck [zeigt auf Figur
s12 und schreibt eine 7 an die rechte obere Ecke der Figur]. Hier haben
wir ein Viereck [zeigt auf Figur s13 und schreibt eine 4 an die rechte obere
Ecke der Figur]. Das heißt wir haben hier äh minus 2 äh plus 2 [zeichnet
einen Pfeil nach rechts zwischen Figur s11 und Figur s12 und schreibt erst
eine -2 über den Pfeil, verbessert dann sofort auf +], minus 3 [zeichnet
einen Pfeil nach rechts zwischen Figur s12 und Figur s13 und schreibt eine
-3 über den Pfeil].
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Wie man Tabelle 11.2 entnehmen kann, wird diese funktionale Lösung nur in vier
von elf Fällen direkt genannt (Sw5 erklärt erst prädikativ und erkennt dann im Laufe
ihrer Argumentation diesen Zusammenhang). Auch Versuchspersonen, die ansonsten
häufig funktional argumentieren (Sw3, Sm3), argumentieren hier prädikativ und wählen
entsprechend ein Quadrat.
Bei den Aufgaben sechs und acht handelt es sich um sogenannte Operatoraufgaben
[SCHWANK 2005, S. 105]. Hierbei sind die Symbole an den Positionen s12, s21, s23 und s32
Operatoren, aufzufassen als Art Vorschrift, was mittels des jeweiligen Operators gemacht
werden soll, um z. B. den Übergang von Figur s11 zu Figur s13 zu erklären. Das Symbol
s22 ist für die Transformation der Operatoren (s12 → s32 und s21 → s23) zuständig.
Bei der achten Aufgabe gibt Sm1 z. B. folgende Lösung an:
Sm1: Ich würde dieses Ding hier jetzt als so ’ne Art Anweisung verstehen [zeigt
auf die 4 rechteckigen Symbole] ähm, welche Wand zu verschwinden hat
sozusagen. Das hier ist unsere Startfigur.
I: Mhm.
Sm1: Die Kugel rollt runter. Und diese Anweisung hier [zeigt auf Figur s12] sagt,
die Wand verschwindet. Jetzt würde diese Antwo..., Anweisung hier sagen
[zeigt auf Figur s32] Ok, wir lassen jetzt die nächste Wand verschwinden.
I: Mhm.
Sm1: [Beginnt zu zeichnen.] Das heißt, die Kugel wäre jetzt hier unten. Und
jetzt würde ich sagen, dass hier ’ne geschlossene Linie kommt.
I: Mhm.
Sm1: Weil ähm die andere Kugel ja wieder weiß ge..., der andere Schalter ja
wieder weiß geworden ist. [Zeigt auf die weißen Kreise der Figuren s23 und
s32.]
Bei der prädikativen Argumentation wird häufig direkt eine Aufteilung in zwei Mengen
vorgenommen, einerseits die Ecksymbole und andererseits die Operatoren. Für das
Symbol s22 hat sich als wichtig erwiesen, dass es ein punktsymmetrisches Symbol ist,
das als Mittelpunkt des gesamten Musters gesehen werden kann und dann beim Finden
der Lösungsfigur in der Regel nicht weiter berücksichtigt wird. Bei dieser Argumentation
haben nur die drei gegebenen Ecksymbole Einfluss auf die Lösungsfigur, so dass man
bei der Aufgabe sechs ein links schraffiertes Quadrat erhält und bei Aufgabe acht über
die Paarbildung die gleiche Figur wie s11 ergänzt wird. Dass bei dieser Erklärung die
Ecksymbole ausreichen, sieht man zum Beispiel an folgender Erklärung zur sechsten
Aufgabe:
Sw6: Ich hab beschlossen, ich ignoriere die Pfeile und das Kreuz.
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I: Ok.
Sw6: Und [zeichnet ein Rechteck, das höher als breiter ist, unterteilt es in der
Mitte durch einen senkrechten Strich] weil die in den Ecken schon Muster
genug sind [schraffiert die linke Fläche].
I: Mhm.
Sw6: Und ...
I: Warum dann das? [Gleichzeitig zu dem „und“.]
Sw6: Weil das hier [zeigt auf Figur s11] auch getauscht ist.2
Bei Aufgabe fünf wird bei einer prädikativen Sichtweise häufig argumentiert, dass der
obere Pfeil jeweils zweimal in die eine und einmal in die andere Richtung zeigt.
Sw2 [...] bei dem oberen V ähm ... sind immer in jeder Zeile ... ähm zwei in
eine Richtung und eins inne andere Richtung.
Als funktionales Argument kommt häufig, dass sich „die Pfeilspitzen [hin und her]
bewegen“ (Sm4), der untere Pfeil sich also jedes Mal dreht.
Die dritte QuaDiPF-Aufgabe wurde in dieser Untersuchung häufiger funktional als
prädikativ gelöst. Viele haben in den Zeilen Kugeln gesehen, die sich bewegen, wie z. B.
Sm1: Ok. Hier hab ich auch zuerst wieder in den Zeilen geschaut. Hab dann
äh gesehen, die beiden [zeigt von den beiden Kreisen in Figur s11 zu den
beiden Kreisen in Figur s12] bewegen sich aufeinander zu, bewegen sich
wieder weg [zeigt von den beiden Kreisen in Figur s12 zu den beiden
Kreisen Figur s13].
Bei der prädikativen Erklärung wird die Position der Kreise hingegen in den Spalten
erklärt und die Anzahl der Striche ergibt sich aus den Zeilen.
Sw6: Also [zeigt in der letzten Zeile von links nach rechts] weil hier [zeigt in der
letzten Zeile von links nach rechts] sind halt die drei sozusagen.
I: Mhm.
Sw6: Ansonsten so, also schwarz [zeichnet an die untere Spitze der Strecke mit
positiver Steigung einen weißen, an die obere einen schwarzen Kreis], weil
die immer hier und hier [zeigt auf die Figuren s11 und s13], sind sie immer
auf der anderen Seite vom Strich und farbenverkehrt.
Für einige Personen sind sogar nur die erste und die letzte Spalte von Bedeutung, da
dort eine Art Spiegelung und eine Farbänderung vorliegt. Allerdings ist die Argumentation
2 Das Verb „ist“ deutet an, dass hier eine Zustandsbeschreibung vorliegt.
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von Sm1 vollständiger, da dort alle Figuren in die Begründung einfließen und durch diese
erklärbar sind.
Sm5: Tja, hier seh ich eben wieder diese Symmetrie, also die Symbole in der
Mitte [fährt mit dem Finger die Symbole in der Mitte ab] sind für mich
unerheblich.
I: Mhm.
Sm5: Und in der linken und der rechten Spalte [legt die Handkanten jeweils auf
die linke und rechte Spalte] stimmen die Symbole [zeigt mit jeweils zwei
Fingern auf die ersten beiden Symbole der jeweiligen Spalte] immer in
derselben Zeile immer überein [wandert dabei nun mit den Fingern in der
gleichen Position zu den unteren beiden Symbolen]. Nur, der einzige Un-
terschied ist, dass beide Ellipsen [zeigt auf die ersten beiden Symbole der
ersten Spalte] an dieser Senkrechten gespiegelt sind [macht eine kippen-
de Bewegung von links nach rechts] und mit der and- [macht kreisende
Handbewegungen mit den Händen], mit der gegenseit-, gegenteiligen
Farbe ausgefüllt.
Die siebte QuaDiPf-Aufgabe der Studie FDSA nimmt insofern eine Sonderstellung
ein, da für sie bislang keine rein funktionale Lösung bekannt ist, die in sich stimmig
ist und alle Figuren berücksichtigt. Diese Aufgabe kommt den Studierenden mit einer
prädikativen Präferenz entgegen, da die Argumentation auf Mengenbildungen basiert.
Es gibt drei Mengen, die häufig von den Teilnehmern mit konkreten Namen versehen
werden. So verwenden mehrere Bezeichnungen wie beispielsweise Quadrat, Trapez und
Haus. Als Beispiel für eine recht typische prädikative Argumentation kann Sw6 zitiert
werden:
Sw6: Öhm, ich hab beschlossen es gibt drei Arten von, von Gebäuden, also
einmal das Quadrat, die, wie auch immer man das nennen will und das
offene Haus.
I: Mhm.
Sw6: Und öhm, ja, bei denen gibt’s jeweils drei, und zwar den ganz geschlosse-
nen Boden, den völlig nicht vorhandenen Boden [I: Mh.] und den teilweise
offenen Boden [I: Mh.] und hier ist der nicht vorhandene und der halb
vorhandene da, dann hab ich den vollständigen gemalt.
Trotz der in dieser Studie immer verwendeten Mengenbildung kann die Erklärung auch
noch funktionale Elemente enthalten. So beinhalten die Argumentation von Sm5 den
eindeutig funktionalen Aspekt, dass beim Boden etwas „weggenommen“ wird. Hierdurch
gibt er keine rein statische Beschreibung, sondern beschreibt eine zeitliche Abfolge der
drei zusammengehörigen Elemente.
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Sm5: Jetzt hab ich erstmal alle ähnlichen Symbole mir herausge-, ausgewählt.
Also die drei sind ähnlich [zeigt auf die „Häuser“], die drei [zeigt auf drei
Quadrate bei denen höchstens an der Unterkante ein Stück fehlt] und die
beiden [zeigt auf die beiden Trapeze].
I: Mhm.
Sm5: Und dann seh ich hier, dass schrittweise immer ein Stück weggenommen
wird von den drei ähnlichen.
I: Mhm.
Sm5: Hier wird erst die Hälfte weggenommen [zeigt auf Figur s31] und dann die
andere Hälfte [I: Mhm.] dieser unteren Kante [zeigt auf Figur s23]. Ja hier
ist es dasselbe. Seh ich grade. Hier wird auch erst die eine Hälfte [zeigt auf
Figur s13] ... ja im Prinzip geht’s immer nur darum, dass aus dem, aus der
unteren Kante ein Stück entnommen wird und dann im nächsten Schritt
das, der Rest dann auch.
I: Mhm.
Sm5: Und äh hier ist eben das dritte Symbol, was bei den anderen noch fehlt,
hab ich dann halt ergänzt [fährt mit dem Stift die Diagonale auf und ab].
Außerdem merken einige Studierende an, dass diese Aufgabe sich von den anderen
unterscheidet („Nicht so plausibel, aber na ja.“ (Sw4)). Sm4, der eine stark ausgeprägte
funktionale Präferenz hat, wie in Abschnitt 11.2 gezeigt wird, merkt deutlich an, dass ihm
die Aufgabe nicht besonders gut gefällt. Gleich zu Beginn seiner Erklärungen bemerkt er,
dass „das [...] jetzt schon so ’n bisschen komischer sich vorzustellen“ war und als nach der
Erklärung nach einer Begründung für diese Einschätzung gefragt wird, argumentiert er,
dass dies damit zusammenhängt, dass hier keine typisch funktionale Herangehensweise
gewählt werden kann.
Sm4: Also beispielsweise hier [zeigt auf eine vorher bearbeitete Aufgabe], war ja
halt immer, da hatten wir was und dann wurd’ da sag’ ich mal was drauf
aufgewandelt, da bewegte sich irgendwas wie hier.
I: Mhm.
Sm4: Aber hier [zeigt von Figur s11 zu Figur s12] ändert sich erstmal die Form ...
und dann kommt noch was hinzu [zeigt wieder von Figur s11 zu Figur s12]
und dann geht wieder was weg [zeigt von Figur s12 zu Figur s13] und dann
ändert sich wieder irgendwas, also dann hab ich jetzt nicht so wirklich
dann ’ne Logik [I: Mhm.] hinter gesehen.
Sm4 stellt die Unterschiede in der Herangehensweise deutlich heraus und scheint mit
der durch prädikatives Denken erworbene Lösungsfigur nicht vollständig zufrieden zu
sein.
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Nicht immer werden so eindeutig prädikative bzw. funktionale Erklärungen wie die
bisher zitierten angegeben. So kommt es bei Teilnehmern dieser Studie vor, dass z. B.
zuerst eine prädikative Sichtweise vorliegt, aber während der Erklärungsphase zusätzlich
noch eine funktionale Lösung gesehen und erklärt wird.
Neben einem solchen Wechsel der Sichtweisen gibt es auch noch echte Mischformen
bei der Argumentation. Diese Bezeichnung wird nur dann gewählt, wenn in die Lösungs-
findung gleichermaßen prädikative und funktionale Elemente einfließen. Dieses wäre z. B.
der Fall, wenn das Kleeblatt als Lösungsfigur der zweiten QuaDiPF-Aufgabe lediglich an
anhand der Zeilen erklärt würde. In diesem Fall könnte man die waagerechten Elemente
als gleichbleibend in den Zeilen klassifizieren und auf der anderen Seite das Eindrücken
und Herausziehen bei den vertikalen Verbindungen als Erklärung heranziehen. Insofern
haben hier prädikative und funktionale Argumentationen einen gleich großen Anteil an
der Begründung der Lösungsfigur. Es ist schwierig, die Anteile der jeweiligen Denkwei-
se zu gewichten und es wird auch immer Grenzfälle geben, aber für die Einteilung als
Mischform muss ein eindeutiger Anteil beider Ansätze vorhanden sein, so dass beide
Einfluss auf die Erschließung der Lösungsfigur haben. Wenn lediglich ein Wort verwendet
wird, das als Indikator für die andere Denkstruktur gesehen werden kann, ist weiterhin
die Hauptdenkweise für die Klassifikation ausschlaggebend. Insofern wird z. B. folgende
Erklärung bei Aufgabe fünf als prädikativ eingestuft, obwohl das Wort „abwechselt“ als
Indikator für eine funktionale Denkweise gesehen werden könnte.
Sw2: Ähm ich würde bei dem unteren V sozusagen würde ich links den Pfeil
setzen und bei dem oberen V ähm auch links.
I: Ok. Warum? [Studentin malt dabei die fehlende Figur wie von ihr beschrie-
ben ein.]
Sw2: Ähm weil bei dem jeweils unteren V, die äh Pfeile, die Pfeilrichtungen
sozusagen immer abwechselt. [Zeigt dabei in der oberen Zeile auf das
untere V und macht horizontale Bewegungen in beide Richtungen]
I: Mhm.
Sw2: Ähm und bei dem oberen V ... öhm ... sind immer in jeder Zeile ... öhm
zwei in eine Richtung und eins inne andere Richtung.
I: Mhm.
Sw2: Öhm ... ja und außerdem sind auf der Diagonalen die beiden gleich und
dann das dritte ist dann auch gleich [zeigt auf das selbst gezeichnete
Symbol]. Öhm ... und ... ja in den Spalten sind auch immer zwei, also bei
dem, bei dem oberen V sind auch öhm 2 die direkt öh zusammen liegen ...
gleich.
I: Mhm.
Sw2: Sozusagen also das und das [Zeigt auf die beiden Figuren s12 und s13.].
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11.2. Allgemeine Ergebnisse der QuaDiPF-Aufgaben in
der Studie FDSA
Als Grundlage für die Kategorisierung der Bearbeitung der QuaDiPF-Aufgaben als funk-
tional bzw. prädikativ, werden vor allem die Erklärungen der Versuchspersonen im An-
schluss an das Erschließen der Lösungsfigur herangezogen. In einigen Fällen kann man
allerdings auch bereits aus der Lösungsfigur Rückschlüsse auf die Denkweise ziehen. Die-
ses ist z. B. bei der achten Aufgabe der Fall, da etwa die Wahl einer geneigten Grundlinie,
auf der sich lediglich zwei gestrichelte Stangen befinden, in naheliegender Weise lediglich
durch eine funktionale Begründung erklärbar ist. Abbildung 11.1 zeigt eine Übersicht
über die gezeichneten Lösungsfiguren aller Teilnehmer. Hieran kann man zum einen
die Genauigkeit beim Zeichnen der Lösungsfigur erkennen, da z. B. Sw1 und Sw4 im
Gegensatz zu allen anderen Teilnehmern bei der zweiten Aufgabe die vier Punkte gar
nicht gezeichnet haben. Außerdem sieht man an einigen Stellen zwei Lösungsvorschläge
zu einer Aufgabe, da es vorkommt, dass während des Zeichnens bzw. Erklärens noch eine
weitere Erklärungsmöglichkeit bemerkt wird, die dann auch noch aufgenommen wird.
11.3. Klassifizierung der Ergebnisse
In der vorliegenden Tabelle 11.2 wird eine als prädikativ klassifizierte Argumentation mit
p und eine funktionale mit f abgekürzt. Es sei an dieser Stelle explizit darauf hingewiesen,
dass mit der Wahl der Bezeichnung keine Bewertung verbunden ist. Falls eine Mischform
vorliegt, wird dies in der Tabelle mit einem m vermerkt. Falls im Laufe der mündlichen
Erklärung eines Teilnehmers ein Wechsel bzgl. der beiden Argumentationsebenen zu
erkennen ist, steht in der Tabelle ein w. In dieser Studie findet in allen drei derartigen
Fällen ein Wechsel von einer prädikativen hin zu einer funktionalen Argumentation statt.
Außerdem wird die siebte Aufgabe nicht in die Tabelle aufgenommen, da bei dieser Auf-
gabe zwingendermaßen auf eine stark prädikativ ausgerichtete Antwort zurückgegriffen
werden muss, auch wenn teilweise explizit ein Missfallen an der Lösung betont wird. Als
Zusammenfassung der Ergebnisse für jeden Teilnehmer erhält man das in der letzten
Zeile der Tabelle angegebene Ergebnis.
An dieser Zeile sieht man, dass drei Studierende eine sehr stark ausgeprägte prädi-
kative Präferenz gezeigt haben (Sw1, Sw2, Sm5) und zwei Personen die funktionalen
Erklärungen stark überwiegen (Sm1, Sm4). Bei den anderen Teilnehmern ist keine solch
stark ausgeprägte Tendenz zu bemerken. Insgesamt ist an dieser Stelle noch einmal zu
betonen, dass man zwar eine Präferenz für eine dieser beiden Sichtweisen besitzen kann,
aber trotzdem kognitiv in der Lage ist, sowohl funktional als auch prädikativ logisch zu
denken und zu argumentieren. Dieses sieht man z. B. an der Einstiegsaufgabe. Da diese
Aufgabe sehr leicht lösbar ist, kommen alle Teilnehmer recht schnell zu einer Antwort.
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11.3. Klassifizierung der Ergebnisse
Aufgabe Sw1 Sw2 Sw3 Sw4 Sw5 Sw6 Sm1 Sm3 Sm4 Sm5 Sm6
1 p p p f f p p p f p p
2 p p f m m p f f f p m
3 w m f f f m f f f p f
4 p p f m f f f f f p f
5 p p f p p f f m f p p
6 p p f p f w f f f m m
8 p p m p nicht klar f f f w p f
9 p p p f w f f p f p p∑ 7 p 7 p 2 p 3 p 1 p 2 p 1 p 2 p 0 p 7 p 3 p
0 f 0 f 5 f 3 f 4 f 4 f 7 f 5 f 7 f 0 f 3 f
Tabelle 11.2.: Klassifizierung der Ergebnisse (f = funktional, p = prädikativ, w = Wechsel,
m = Mischform)
Nun fällt auf, dass Sm1 diese Aufgabe prädikativ erklärt, obwohl er ansonsten eine sehr
stark ausgeprägte funktionale Präferenz aufweist. Gerade bei solch leicht lösbaren Aufga-
ben kann einer der beiden Merkmalsauffälligkeiten sehr schnell ins Auge springen. Diese
Tatsache, dass die persönliche Präferenz erst bei kognitiv anspruchsvollen Aufgaben zum
Tragen kommt, wurde auch bei anderen Untersuchungen bereits festgestellt [SCHWANK
2001, S. 489].
Passend zu den bisherigen Forschungsergebnissen (vgl. Kapitel 10) sind auch bei
der Studie FDSA die beiden Teilnehmer, die in den QuaDiPF-Aufgaben die stärkste
funktionale Präferenz zeigen beide männlich (Sm4, Sm1). Insgesamt weisen drei der fünf
männlichen Erstsemesterstudenten eine Präferenz für funktional-logisches Denken auf
und lediglich Sm5 löst keine der Aufgaben rein funktional. Sm5, Sw1 und Sw2 nennen bei
sieben der acht Aufgaben eine prädikativ-logische Erklärung. Diese Teilnehmer zeigen
also eine sehr deutliche Präferenz für das prädikativ-logische Denken. Mit Sw3 und
eingeschränkt auch Sw5 sowie Sw6 nehmen an dieser Studie auch Studentinnen teil, bei
denen sich eine funktionale Tendenz zeigt.
Im Rahmen einer Staatsexamensarbeit [FLEISCHER 2010] wurden schriftliche Erläute-
rungen zu QuaDiPF-Aufgaben ausgewertet. Zuvor nehmen an einer Studie neunzehn
Mathematikstudierende (Bachelor, Lehramt) teil, die ebenfalls im WS 2009, 2010 an der
RWTH Aachen ihr Studium aufgenommen haben, aber nicht an der Studie FDSA teil-
nehmen. Ihnen werden fünf QuaDiPF-Aufgaben (1., 2., 6., 9. und 4. Aufgabe der in der
Studie FDSA verwendeten QuaDiPF-Aufgaben (siehe Abbildung 11.1)) vorgelegt. Anders
als bei der Studie FDSA liegen von diesen Bearbeitungen lediglich schriftliche Begrün-
dungen vor und es wird auch nicht videografiert. Die Teilnehmer sollen ihre gewählte
Lösungsfigur in die Aufgabe einzeichnen und unter der Aufgabe eine schriftliche Begrün-
dung angeben. Im Rahmen der Staatsarbeit wird eine Klassifikation durchgeführt, mit
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Hilfe derer insgesamt bei neun Personen eine funktionale und bei zehn Personen eine
prädikative Präferenz festgestellt wird. Hierbei wird bereits dann von einer Präferenz
für funktional-logisches Denken gesprochen, wenn drei der fünf Aufgaben funktional
und zwei prädikativ gelöst werden. Doch auch wenn man diese Grenzfälle ausschließt,
erhält man ein recht ausgeglichenes Bild mit sieben Teilnehmern, die bei diesen Aufga-
ben eine Präferenz für funktional-logisches Denken zeigen und neun Personen, die eine
für prädikativ-logisches Denken zeigen. Außerdem zeigt sich „selbst bei der geringen
Teilnehmerzahl [..] eine geschlechtsspezifische Tendenz“ [vgl. FLEISCHER 2010, S. 39].
Von den männlichen Teilnehmern werden sieben der zwölf als funktional eingestuft,
wohingegen nur zwei der sieben weiblichen eine funktionale Präferenz zeigen.
Insgesamt sind unter den Studienanfängern im Fach Mathematik Präferenzen für beide
Denkstile vertreten. Insofern scheint das Interesse am Studienfach Mathematik nicht
entscheidend mit einem der beiden Denkstile zusammenzuhängen.
11.4. Auswertung der Blickbewegungsdaten zu den
QuaDiPF-Aufgaben
In bereits vorliegenden Studien zu den Raven-Matrizen [vgl. z. B. CARPENTER et al. 1990]
und zu den QuaDiPF-Aufgaben [vgl. SCHWANK 2001] [vgl. COHORS-FRESENBORG et al.
2003] hat sich gezeigt, dass die Aufzeichnung der Blickdaten bei dieser Art von Aufgaben
gewinnbringend sein kann und sich in den Blickpfaden z. B. Spuren prädikativ- und
funktional-logischen Denkens finden lassen. Aufgrund dieser positiven Erfahrungen
wurde die Entscheidung gefällt, auch bei der Studie FDSA einen Eye-Tracker einzusetzen
und dementsprechend bei der Bearbeitung der QuaDiPF-Aufgaben neben den zeitlich
nachgeschobenen Erklärungen auch Daten zu erhalten, die parallel zum Denksprozess
aufgezeichnet werden.
11.4.1. Anmerkungen zur Datenerfassung mit dem Eye-Tracker bei
den QuaDiPF-Aufgaben
Zu Beginn der Datenerfassung muss standardmäßig eine Kalibrierung durchgeführt
werden (vgl. 4.6). Bei der Bearbeitung der QuaDiPF-Aufgaben wird lediglich einmalig
eine 9-Punkt-Kalibrierung durchgeführt.
Bei den meisten der Studierenden (ohne Berücksichtigung von Sm2, da dort keine
Videoaufzeichnung von der Bearbeitung vorliegt) liefert die Kalibrierung gute Ergebnisse
(vgl. Tabelle 11.3). Es liegen alle Werte in der oberen Hälfte und häufig wird mit Werten
kleiner als acht ein wirklich gutes Ergebnis erzielt3. Allerdings wird bei Sm3 nur eine Auf-
3 Für eine genauere Einordnung der Ergebnisse siehe Abschnitt 4.6.
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Sw1 Sw2 Sw3 Sw4 Sw5 Sw6 Sm1 Sm3 Sm4 Sm5 Sm6
linkes Auge 6,63 3,07 1,64 4,25 12,93 10,52 8,14 9,22 6,36 3,70 5,12
rechtes Auge 5,15 4,31 6,67 3,58 11,31 7,85 10,89 9,24 6,55 4,52 4,45
Tabelle 11.3.: Ergebnisse der Kalibrierung vor der Bearbeitung der QuaDiPF-Aufgaben
(Der Wert 0 steht für eine 100%-ige Kalibrierung, der Wert 15 für eine 50%-
ige Kalibrierung)
gabe vom Eye-Tracker vollständig aufgezeichnet. Hier ist nicht klar, worin das Problem
liegt, da bei der Kalibrierung ein gutes Ergebnis erreicht wird und auch keine über-
durchschnittlichen Bewegungen des Studenten zu bemerken sind. Laut dem Hersteller
Mangold International sollen bei einem Abstand von 60 cm zum Bildschirm Bewegun-
gen in der horizontalen Ebene von bis zu 22 cm und in der vertikalen von bis zu 11cm
kein Problem darstellen. Auch bei der fünften Teilnehmerin (Sw4) dieser Untersuchung
werden nicht alle Augendaten aufgezeichnet, wobei hier der Verdacht besteht, dass sie
sich zu stark nach vorne bewegt (15 cm sind laut dem Hersteller Mangold International
möglich). Insgesamt liegt von acht Teilnehmern ein kompletter Datensatz zu allen neun
QuaDiPF-Aufgaben vor (Sw1, Sw2, Sw3, Sw5, Sm1, Sm4, Sm5, Sm6). Von den Teilneh-
mern, mit einer klaren Tendenz für das prädikativ-logische (Sw1, Sw2, Sm5)) bzw. das
funktional-logische Denken (Sm1, Sm4)) ist jeweils ein kompletter Datensatz vorhanden.
Im Folgenden werden bei der Analyse vor allem die Augendaten dieser fünf Teilneh-
mer analysiert, da ein Zusammenhang zwischen der Präferenz und den Augendaten
untersucht werden soll.
11.4.2. Auswertungen der Augendaten
Blickpfade
Bei Armbrust wurde ein besonderes Augenmerk auf sogenannte Blickgruppen gerich-
tet. „Unter einer Blickgruppe werden zeitlich zusammenhängende aufeinanderfolgende
Fixationen verstanden, die ausschließlich einer bestimmten Gruppe von Feldern in-
nerhalb einer Aufgabe zugeordnet werden können.“ [ARMBRUST 2006, S. 134]. In der
Untersuchung von Armbrust wurde in Bezug auf die vierte QuaDiPF-Aufgabe (C13) unter
anderem festgestellt, dass Zusammenhänge zwischen der Betrachtung der Blickgruppe
s12, s21, der Blickgruppe s13, s31 und der Blickgruppe s23, s32 und der Tendenz zur sim-
plen prädikativen Lösung (ein auf der Ecke stehendes Quadrat als Lösungsfigur) bestehen
[ARMBRUST 2006, S. 142ff.]. Diese Ergebnisse sind zwar nicht signifikant, aber falls bei
den Blickpfaden z. B. vermehrt die Gruppenbildung zu beobachten ist, liegt ein starkes
Indiz für ein prädikatives Erklärungsmuster vor. Diese typischen Verläufe von Blickpfaden
lassen sich in den zugehörigen Visualisierungen sehr gut erkennen. Auch in der Studie
211
11. In der Studie FDSA benutzte QuaDiPF-Aufgaben
FDSA ergeben sich Bilder, die denjenigen von Schwank und Armbrust entsprechen und
beispielsweise die typisch prädikative Gruppenbildung verdeutlichen.
Abbildung 11.2.: Pärchenbildung bei der zweiten QuaDiPF-Aufgabe (C18) (Sw2)
Bei den Operatoraufgaben konnten ebenfalls in bisherigen Studien typische Bilder
herausgearbeitet werden. So betrachten diejenigen, die dort prädikativ herangehen, die
Gruppe der Pfeile und die Gruppe der Elemente, die sich in den Ecken befinden, getrennt,
wohingegen beim funktionalen Ansatz der Weg von der Eckposition über den Opera-
tor zur nächsten Ecke wandert, um die Bedeutung des Operators zu erschließen (siehe
Abb. 11.3) [vgl. SCHWANK 2003a, S. 74] [vgl. COHORS-FRESENBORG et al. 2003, S. 91f.].
Laut Cohors-Fresenborg et al. [COHORS-FRESENBORG et al. 2003, S. 91] „legt [dies] den
Schluss nahe, dass die Operatoren [für jene Teilnehmer, die die Aufgabe über Gruppen-
bildung lösen,] [...] nicht im Zusammenhang mit den beiden anderen Figuren in der
ersten Zeile bzw. Spalte zu bringen sind.“ Allerdings zeigt sich in der Studie FDSA, dass
diese unterschiedliche Fokussierung eventuell auch mit der Herangehensweise zu Beginn
der Aufgabenbearbeitung zusammenhängen. So sind Unterschiede bei der Wahl und
der Reihenfolge der einzelnen Regionen festzustellen, die jeweils direkt zu Beginn der
Auseinandersetzung mit der QuaDiPF-Aufgabe angeschaut werden.
Reihenfolge der anfangs betrachteten Regionen
Für die Analyse wird die jeweilige QuaDiPF-Aufgabe in neun Regionen geteilt, die wie in
Abbildung 11.4 angeordnet sind.
Die Analyse der Blickpfade zeigt, dass beim ersten Zugang zu einer neuen QuaDiPF-
Aufgabe Unterschiede vorhanden sind. Es zeigt sich, dass es Studierende gibt, die sich
zu Beginn auf die erste Zeile konzentrieren und dort alle drei Figuren nacheinander
anschauen (mit Rückblicken auf bereits betrachtete Figuren). Andererseits gibt es andere
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(a) Prädikativ: Betrachtung der Opera-
toren (Sw1)
(b) Prädikativ: Betrachtung der Eckfi-
guren (Sw1)
(c) Funktional: Betrachtung der ersten
Zeile (Sm1)
Abbildung 11.3.: Unterschiedliche Herangehensweisen bei Operatoraufgaben, z. B. bei
der achten Aufgabe (C23)
1 2 3
4 5 6
7 8 9
Abbildung 11.4.: Einteilung in Regionen
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Studierende, die keine Reihe komplett anschauen, sondern sehr schnell über Zeilen- bzw.
Spaltengrenzen hinweg springen und sich Elemente an unterschiedlichen Positionen
anschauen. Den Tabellen 11.4 und 11.5 können für die fünf Teilnehmer der Studie FDSA,
bei denen sich eine deutliche Präferenz für den funktional-logischen oder den prädikativ-
logischen Denkstil gezeigt hat, jeweils die ersten zehn Regionen entnommen werden, in
die mindestens 100 ms geblickt wurde. Für die Tabelle 11.5 wurde der Schwellenwert
time gap erhöht, so dass ein einmaliger Verlust der Augendaten (entspricht 29 ms bzw. 30
ms) im Datensatz, der der Analyse zu Grunde liegt, nicht vermerkt wird. Diese Variante
wird hinzugenommen, da bei einigen Teilnehmern (z. B. Sm5) häufiger an einzelnen
Abtastpunkten die Erfassung der Augendaten misslingt. Da Sm5 sehr schnell zwischen
den Regionen wechselt, besteht die Gefahr, dass Information verloren gehen könnte. So
würden ohne die Erhöhung des time gap auf 60 beispielsweise die fünf Einträge (1 1 1 -2
1)4 bei einer minimalen Dauer von 100 ms, die in eine Region geschaut werden muss,
damit die Region bei der Analyse berücksichtigt wird, komplett gelöscht, da sich aus den
Daten nicht ergibt, dass in eine Region mindestens 100 ms am Stück geschaut wird5.
Es sei an dieser Stelle noch einmal kurz daran erinnert, dass Sw1, Sw2 und Sm5 eine
starke prädikative Präferenz zeigen und Sm1, sowie Sm4 eine stark funktionale.
Passend zu den Ergebnissen der Studie von Armbrust [ARMBRUST 2006, S. 142f.], zeigt
sich auch hier bei einigen die Tendenz, sich verstärkt die erste Zeile anzuschauen. Bei
einigen, wie z. B. Sm1 und Sm4, wird die fünfte Region häufig als erstes betrachtet. Dieses
lässt sich eventuell dadurch erklären, dass dies die mittlere Figur der jeweiligen QuaDiPF-
Aufgabe ist, die sich in der Mitte des Bildschirm befindet, so dass eventuell zu Beginn
einfach in die Mitte geschaut wird, ohne dass der Blick bewusst gesteuert wird.
Vor allem bei Sm1 fällt auf, dass er sich immer zuerst auf die erste Zeile konzentriert.
Sw1 und Sm5 hingegen, die sich als prädikative Denker erweisen, springen sehr schnell
auch in andere Zeilen. Die ersten zehn Regionen, die Sw2 anschaut, unterscheiden sich
von den beiden anderen als prädikativ eingestuften Teilnehmern. Sw2 schaut zu Beginn
auch häufig in die Regionen 1, 2 oder 3. Allerdings ist dieses Phänomen bei ihr nicht bei
allen Aufgaben so deutlich wie bei Sm1 und Sm4 zu sehen. Außerdem zeigt sich, dass
Sw2 nach der Betrachtung der ersten Zeile zum Teil direkt in die dritte Zeile springt (z. B.
Aufgabe 6). Es bleibt an dieser Stelle darauf hinzuweisen, dass Sw2 während der Betrach-
tung der Aufgabe am Bildschirm spricht und parallel erklärt, so dass davon auszugehen
ist, dass dies Auswirkungen auf ihre Blickdaten hat. Eine weitere Besonderheit bei Sm1,
aber auch bei Sm4 besteht darin, dass sie häufig zu Beginn lediglich zwischen der ersten
und der zweiten Figur der ersten Zeile hin und her schauen (z. B. Aufgabe 1, Aufgabe 5
Aufgabe 9; Sm4 bei den Aufgaben 2, 5 und 8). Dies könnte daran liegen, dass eventuell
4 Die Zahlen geben die jeweilige Region an, -2 steht für das Fehlen der Aufzeichnung von Augendaten.
Alle 29 ms bzw. 30 ms wird ein Wert hinzugefügt.
5 Nähere Informationen zur Analysesoftware in Abschnitt 4.6.1.
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Aufgabe Sw1 (prädikativ) Sw2 (prädikativ)
1 5 2 1 2 3 2 5 8 1 2 4 5 -2 2 -2 1 -2 2 5 1
2 2 1 3 6 5 2 1 7 4 1 5 1 2 5 4 1 2 3 6 5
3 1 3 2 5 4 5 6 8 4 6 2 1 2 3 2 5 6 5 7 8
4 1 6 3 2 -2 1 2 1 2 -2 2 1 2 3 2 1 4 5 2 3
5 2 1 -2 3 2 1 4 1 2 1 5 1 2 1 2 3 6 5 8 7
6 6 1 3 2 5 3 2 7 1 7 5 1 2 1 3 2 7 2 4 8
7 -2 5 3 1 2 3 2 4 -2 2 2 1 2 3 5 4 3 5 -2 7
8 2 1 -2 5 4 7 1 3 7 1 1 2 3 8 6 4 2 8 4 2
9 2 1 8 3 1 4 1 8 6 4 1 5 2 1 7 4 2 4 1 6
Aufgabe Sm1 (funktional) Sm4 (funktional)
1 -2 1 2 1 2 3 4 5 4 1 2 1 2 3 -2 1 4 5 6 -2
2 1 2 3 2 3 1 2 3 4 1 1 2 3 -2 1 2 1 2 3 2
3 -2 1 2 3 4 5 6 7 4 7 1 2 5 4 5 6 8 6 5 -2
4 9 -2 1 2 3 1 2 3 2 4 5 1 2 3 2 1 -2 1 -2 1
5 5 1 2 1 2 1 2 1 -2 2 2 1 3 2 3 -2 2 1 3 5
6 -2 1 2 3 1 2 4 3 2 5 9 2 3 1 2 3 5 6 5 -2
7 -2 1 2 3 1 2 4 1 4 3 5 1 2 -2 3 1 3 -2 1 2
8 1 2 1 2 3 4 1 2 1 2 2 1 3 5 -2 1 2 -2 3 1
9 5 2 1 2 3 2 1 2 5 2 5 2 1 2 4 5 4 -2 1 2
Aufgabe Sm5 (prädikativ)
1 5 1 -2 2 8 -2 3 1 2 3
2 2 4 -2 4 5 3 4 2 4 5
3 -2 2 -2 2 4 5 1 -2 2 -2
4 2 -2 2 3 2 -2 6 2 7 3
5 -2 2 4 -2 1 5 4 8 3 -2
6 -2 3 2 -2 5 3 5 -2 5 1
7 -2 2 5 2 5 -2 2 -2 3 6
8 1 -2 2 3 1 -2 2 3 2 4
9 1 -2 2 5 4 7 3 2 -2 5
Tabelle 11.4.: Die ersten zehn Regionen, die pro Aufgabe angeschaut werden (min. staying
time pro Region 100 ms; Augendaten kurzfristig nicht erfasst: -2)
direkt versucht wird, sich den Prozess der Veränderung zwischen diesen beiden Figuren
bewusst zu machen. Durch diese Herangehensweise ist es für Sm1 und Sm4 natürlich
nicht möglich, die Gruppenbildung als Argument zu nutzen. Auf der anderen Seite ist es
bei der nicht-linearen Herangehensweise mit vielen Wechseln, die vielen prädikativen
Antworten zu Grunde liegt, schwierig den Prozess der Änderung zu erkennen, da viel
seltener direkt aufeinander folgende Figuren angeschaut werden. Insofern es für diejeni-
gen, die häufig prädikativ argumentieren nicht zwingend unmöglich, den Operator mit
den Eckpositionen in Verbindung zu bringen, wie es [COHORS-FRESENBORG et al. 2003,
S. 91] ausdrücken, sondern die unterschiedlichen Lösungen lassen sich vielleicht mit
den unterschiedlichen Herangehensweisen begründen, die zu Beginn der Bearbeitung
gewählt werden und wodurch dementsprechend ein erster Eindruck gewonnen wird.
Diese unterschiedlichen Herangehensweisen können auch wieder durch Visualisierun-
gen verdeutlicht werden, wie die Abbildungen 11.5 und 11.6 zeigen.
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Aufgabe Sw1 (prädikativ) Sw2 (prädikativ)
1 5 2 1 2 3 2 6 5 8 1 4 5 -2 2 1 2 5 4 1 4
2 2 1 3 6 5 2 1 7 4 1 5 1 3 2 5 4 1 2 3 6
3 1 3 2 6 5 4 5 6 8 4 2 1 2 3 2 1 4 5 6 5
4 2 1 6 3 2 -2 1 2 1 2 2 1 2 3 2 1 4 5 2 3
5 2 1 -2 3 2 1 4 1 2 1 5 2 1 2 1 2 3 6 5 8
6 4 6 1 3 2 5 4 8 1 3 5 2 1 2 1 3 2 7 1 2
7 1 -2 5 2 3 2 1 2 3 2 2 1 2 1 3 5 4 3 4 3
8 2 1 6 -2 5 4 7 1 3 7 1 2 3 4 8 6 4 2 8 4
9 2 1 8 3 1 4 2 1 5 8 2 5 2 1 6 8 7 4 2 4
Aufgabe Sm1 (funktional) Sm4 (funktional)
1 5 -2 1 2 1 2 1 2 3 4 5 4 1 2 8 5 2 1 2 3
2 5 1 2 3 2 3 2 1 2 3 1 2 3 -2 1 2 1 2 3 2
3 1 2 1 2 3 2 3 4 5 6 2 1 2 3 2 3 5 4 5 6
4 9 -2 2 1 2 3 1 2 3 2 2 4 2 1 2 1 2 3 2 3
5 5 1 2 1 2 1 2 1 -2 2 5 1 2 1 2 3 2 3 2 1
6 3 2 1 3 2 -2 1 3 2 3 9 5 1 3 2 1 2 3 1 2
7 2 1 2 3 2 1 2 4 1 4 5 1 2 3 1 3 2 1 2 1
8 1 6 1 2 1 2 3 4 1 2 5 2 1 2 1 2 3 5 8 7
9 5 1 2 1 2 1 3 2 1 2 5 2 1 3 2 5 4 6 5 4
Aufgabe Sm5 (prädikativ)
1 5 1 3 -2 1 -2 2 8 3 1
2 2 1 2 5 4 1 2 4 2 -2
3 -2 2 4 5 1 3 1 2 5 4
4 2 -2 2 3 4 2 -2 6 2 4
5 -2 1 2 3 4 2 4 5 -2 1
6 2 1 -2 3 7 1 2 8 2 6
7 1 -2 2 5 2 5 1 5 -2 4
8 2 1 6 4 2 3 1 4 3 1
9 2 1 -2 2 5 4 7 3 2 1
Tabelle 11.5.: Die ersten zehn Regionen, die pro Aufgabe angeschaut werden (min. staying
time pro Region 100 ms, time gap 60 ms, Augendaten nicht erfasst: -2)
(a) Funktional: Sm1 (b) Prädikativ: Sw1
Abbildung 11.5.: Visualisierung der Blickpfade in den ersten 5,3 Sekunden bei der zweiten
QuaDiPF-Aufgabe (C18)
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(a) Funktional: Sm1 (b) Prädikativ: Sw1
Abbildung 11.6.: Visualisierung der Blickpfade in den ersten 18,5 Sekunden bei der zwei-
ten QuaDiPF-Aufgabe (C18)
Erfassung des Gesamtbildes
Ein weiterer Unterschied zwischen jenen mit prädikativer Tendenz und jenen mit funktio-
naler Tendenz zeigt sich bei Betrachtung der Zeitspanne, die vergeht, bis die Studierenden
zum ersten Mal mindestens ein Mal für eine Dauer von mindestens 100 ms in alle acht
Regionen geschaut haben. Hierbei werden die acht Regionen berücksichtigt, die eine
Figur enthalten, denn in die neunte Region, in der die Figur fehlt, schauen nicht alle
Teilnehmer während der Überlegungen zur Lösungsfindung.
Da sich bei den Werten, die in Tabelle 11.6 angegeben sind, große Unterschiede zum
gleichen Auswertungsalgorithmus ohne vorgegebene Mindestdauer pro Region zeigen,
wird eine zweite Tabelle angefügt, der ein erhöhter time gap von 60 ms zu Grunde liegt
und insofern ein einmaliger Datenverlusts über 29 ms bzw. 30 ms nicht berücksichtigt
wird. Dieses erscheint hier sinnvoll, da sich durch die Änderung beispielsweise die Dauer
bis zur Betrachtung aller Regionen bei Sm5 von 20,2 Sekunden auf 10,9 Sekunden verrin-
gert. Eine Mindestdauer von 150 ms pro Region erweist sich hier nicht als aussagekräftig,
da bei einigen Regionen eine solch lange Dauer nicht erreicht wird und dementspre-
chend keine sinnvolle Auswertung erfolgen kann. Sogar in der Tabelle 11.6 zugrunde
liegenden Auswertung ist es bei Sm5 noch mehrmals der Fall, dass einzelne Regionen
nicht entsprechend lange angeschaut werden.
Insgesamt kann man den Tabellen entnehmen, dass bei den Teilnehmern mit vor-
wiegend funktionalen Argumentationen häufig mehr Zeit vergeht, bevor alle Regionen
mindestens ein Mal erfasst werden. Dies ist bei den Aufgaben vier, fünf, acht und neun
bei Sm1 und Sm4 im Gegensatz vor allem zu Sw1 und Sw2 zu bemerken und bei der
Aufgabe zwei sticht der hohe Zeitwert von Sm1 und bei Aufgabe sechs derjenige von Sm4
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Aufgabe Sw1 (p) Sw2 (p) Sm1 (f) Sm4 (f) Sm5 (p)
1 4,8 20,6 7,9 14,1 41,3 (Reg. 7 nicht)
2 3,7 7,0 20,2 10,6 18,4 (Reg. 7 nicht)
3 7,3 31,7 6,7 15,6 11,4 (Reg. 8 nicht)
4 12,2 16,7 32,6 39,3 20,2
5 16,5 4,2 34,1 30,0 11,7
6 11,3 10,4 11,6 20,4 23,7
7 9,2 11,7 10,1 41,0 18,3
8 6,6 5,5 15,3 19,1 15,0
9 8,2 10,9 25,8 63,8 3,6 (Reg. 6, 8 nicht)
Tabelle 11.6.: Dauer in Sekunden, bis mindestens ein Mal in alle Regionen geschaut
wurde (min. staying time pro Region 100 ms)
hervor. Bei den Aufgaben vier, fünf, acht und neun handelt es sich um Aufgaben, bei
denen eine rein funktionale Argumentation möglich ist, die allerdings teilweise, z. B. bei
der vierten Aufgabe, nicht einfach zu erkennen ist. Diese Daten passen zu den vorherigen
Beobachtungen, dass bei der funktionalen Argumentation häufig mit der ersten Zeile
begonnen wird. Dann wird zum Teil vergleichsweise recht lange bei der ersten Zeile
verweilt, bevor weitere Figuren erfasst werden. Währenddessen wird eventuell geschaut,
durch welchen Prozess die Figuren ineinander übergeführt werden können. Durch dieses
Vorgehen bedingt schauen solche Studierende einige Regionen erst später an als andere
Teilnehmer, die bei der Erklärung prädikativ mit Gruppenbildung argumentieren und
sich zuvor sehr schnell einen Gesamtüberblick über die gegebenen Figuren verschaffen.
Aufgabe Sw1 (p) Sw2 (p) Sm1 (f) Sm4 (f) Sm5 (p)
1 4,8 19,5 7,9 14,1 41,3
2 3,7 7,0 19,0 8,3 18,4
3 7,3 4,2 5,7 4,5 11,4
4 9,0 7,8 32,6 28,1 10,9
5 16,3 4,2 34,1 30,0 7,3
6 2,6 10,4 8,2 20,4 3,8
7 9,1 8,1 9,9 14,8 11,7
8 6,6 3,9 11,4 10,6 12,3
9 8,1 10,9 25,6 33,1 5,8
Tabelle 11.7.: Dauer in Sekunden, bis mindestens ein Mal in alle Regionen geschaut
wurde (min. staying time pro Region 100 ms, time gap 60 ms)
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Dieses Ergebnis könnte wieder ein Hinweis darauf sein, dass in diesem Fall die Pärchen-
bzw. Gruppenbildung dadurch, dass sehr zügig alle Figuren erfasst sind, begünstigt wird.
Hingegen fällt besonders bei Sm1 (funktional-logische Präferenz) auf, dass nicht nur
die Dauer bis zur Erfassung aller Figuren recht lang ist, sondern auch, dass gerade die
beiden Regionen sieben und acht, die sich in der letzten Zeile befinden, erst sehr spät
betrachtet werden. Bei allen Aufgaben bis auf die sechste sind die Regionen sieben und
acht die letzten beiden, die Sm1 erstmalig betrachtet. Sm1 scheint sich bereits vor der
Erfassung dieser beiden Figuren Gedanken zum Konstruktionsprozess zu machen. Viel-
leicht hat er bereits eine Idee aufgrund der ersten oder der ersten beiden Zeilen, deren
Gültigkeit er dann bei Betrachtung der letzten Zeile validieren möchte, um im Anschluss
die Lösungsfigur entsprechend konstruieren zu können. Anders hingegen die prädika-
tive Vorgehensweise, bei der man Kategorien bilden möchte und dazu als erstes einen
Überblick über die vorhandenen Figuren braucht.
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12. Spuren des prädikativ-logischen
und funktional-logischen Denkens
im Verhalten der Studierenden
während der Interviews
Zu Beginn dieses Kapitels werden einige Anmerkungen zu einem möglichen Bezug zwi-
schen einigen Bereichen der Mathematik und dem funktional-logischen bzw. prädikativ-
logischen Denkstil gemacht, so dass von funktional bzw. prädikativ affinen Bereichen
der Mathematik gesprochen werden kann. Im Anschluss daran folgt eine Darstellung der
Unterschiede, die sich in den einzelnen Interviews zwischen den vorwiegend prädikativ-
logisch denkenden und den vorwiegend funktional-logisch denkenden Studierenden
zeigen. Zum Schluss werden allgemeine Schlussfolgerungen gezogen und sich ergebende
Thesen formuliert.
12.1. Funktional affine bzw. prädikativ affine Bereiche
der Mathematik
Es gibt Bereiche in der Mathematik, die etwa auf Grund ihres Inhaltes, ihrer Denkan-
sätze oder Beweis- und Argumentationsweisen einem der beiden Denkstile besonders
entgegenzukommen scheinen. Für prädikativ Denkende ist vor allem die Struktur ein
entscheidendes Merkmal, so dass sie in Bereichen, in denen Klassifikationen und Katego-
risierungen entscheidend sind, im Grunde einen einfacheren Zugang zu den Strukturen
und Mustern haben könnten. Entsprechend ist ein Vorteil bei Aufgaben zu erwarten, bei
denen die Struktur entscheidend ist, wie z. B. bei der Frage, ob ein 8 mal 8 Felder großes
Brett mit Dominosteinen derart gepflastert werden kann, dass zwei diagonal gegenüber-
liegende Eckfelder frei bleiben. Bei der Beantwortung dieser Frage ist der entscheidende
Aspekt nicht ein Algorithmus, der das Pflastern beschreibt, sondern eine strukturelle
Eigenschaft. Wenn man nebeneinanderliegende Felder abwechselnd schwarz und weiß
einfärbt, zeigt sich, dass es insgesamt zwei schwarze Felder mehr als weiße gibt. Ein
Dominostein bedeckt immer ein schwarzes und ein weißes Feld und entsprechend ist
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die Aufgabe unlösbar.
Abbildung 12.1.: Schachbrettaufgabe, entnommen aus [GLAESER&POLTHIER 2009, S. 40]
Im Bereich der Anfängerveranstaltungen im Hochschulstudium Mathematik können
als Beispiel für einen prädikativ affinen Denkansatz das Vollständigkeitsaxiom der reellen
Zahlen im Bereich der Analysis I oder die Argumentation beim Beweis zur Existenz von
Körpern mit Primzahlordnung im Bereich der Linearen Algebra I [vgl. BEUTELSPACHER
2003, S. 36f.] genannt werden. Aber auch in der Funktionentheorie, einem Gebiet der
weiterführenden Hochschulmathematik, ist z. B. der Beweis der Satzes von Casorati-
Weierstraß für ganze, transzendente Funktionen als prädikativ affin einzuschätzen, da
ein recht abstrakter, indirekter Beweis geführt wird, bei dem gezeigt wird, dass es sich
im Falle der Negation der Aussage bei der betrachteten Funktion zwangsläufig um ein
Polynom handeln müsste [vgl. KRIEG 2005, S. 485]. Insgesamt kann man vermuten, dass
tendenziell prädikativ Denkende Vorteile bei nicht algorithmischen Zugängen haben,
entsprechend vor allem bei nicht-konstruktiven Beweisen, z. B. Unmöglichkeitsbewei-
sen. Gerade eine prädikative Denkweise kann mit einem verstärkten Bedürfnis nach
Rechtfertigung einhergehen.
Als funktional affin können vor allem jene Bereiche angesehen werden, bei denen
ein algorithmisches oder konstruktives Vorgehen zu Grunde liegt. Als Beispiel kann aus
dem Bereich der Linearen Algebra der Gauss-Algorithmus genannt werden und ansons-
ten z. B. Abschätzungen, um zu zeigen, dass konvergente Folgen Cauchy-Folgen sind.
Entsprechend werden derart denkenden Personen Beweise entgegenkommen, in denen
eine Abfolge von Handlungen zu sehen ist. So kann zum Beispiel der Beweis, dass die
Komposition zweier injektiver Abbildungen wieder eine injektive Abbildung ergibt, als
funktional affin eingeschätzt werden. Weiterhin ist davon auszugehen, dass funktional
denkende Personen einen Vorteil bei den formalen Fertigkeiten haben. Gerade bei regel-
basierten, inhaltslosen Umformungen kann es von Vorteil sein, wenn verschiedene Wege
ausprobiert werden. Bei derartigen Aufgaben gibt es keine für alle Fälle beste Herange-
hensweise. Gerade dieses Ausprobieren und Herumspielen mit mathematischen Regeln
könnte den funktional Denkenden eher entgegenkommen, als den Prädikativen, die sich
nach Möglichkeit an Strukturen und Mustern orientieren.
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Mit der Einteilung in prädikativ affine Bereiche und funktional affine Bereiche der
Mathematik soll nicht behauptet werden, dass beispielsweise ein als prädikativ-affin
eingeschätztes Problem stets von Personen mit einer prädikativen Präferenz besonders
gut verstanden und bearbeitet wird. Dies zeigt sich in der Studie FDSA beispielsweise
beim Thema Relationen, das im vierten Interview besprochen wird. Es ist davon auszuge-
hen, dass dieses Thema insgesamt eher als prädikativ affin eingestuft werden kann. Die
Auswertungen der zugehörigen Interviews der zwölf Teilnehmer bestätigen diese These
allerdings nicht.
Darüber hinaus wird natürlich auch nicht jede als prädikativ affin einzuschätzende
Aufgabe von prädikativen Denkern zwangsläufig mit Hilfe ihres bevorzugten Denkstils
bearbeitet. Es kann lediglich eine Tendenz für einen der beiden Denkstile vorliegen.
Prinzipiell ist es aber für jeden Menschen möglich, beide Sichtweisen einzunehmen. Es
scheint nur generell Bereiche zu geben, die vom Ansatz her besser zu einem der beiden
Denkstile passen. In der Studie FDSA werden lediglich einige Themenbereiche der Ma-
thematischen Grundlagen angesprochen und es ist zu erwarten, dass ein Großteil der
Aufgaben eher funktional affin ist. So spielen zum Beispiel formale Umformungen in
fast allen Interviews eine große Rolle und es gibt wenig Abschnitte (z. B. Relationen), in
denen die besondere Stärke der Prädikativen im Bereich der Muster- und Strukturerkenn-
nung von Vorteil sein könnte. Es bleibt an dieser Stelle noch einmal ausdrücklich darauf
hinzuweisen und bei der Analyse zu berücksichtigen, dass bei den Interviews nicht von
einer ausgeglichenen Balance zwischen prädikativ und funktional affinen Aufgaben aus-
gegangen werden kann, sondern die Studierenden mit einer funktionalen Präferenz allein
durch die Themenauswahl einen Vorteil haben und diejenigen mit einer prädikativen
Präferenz ihre Stärken nur recht selten ausspielen können.
12.2. Erstes Interview: Mengenlehre
Bereits bei der Einstiegsfrage, was unter einer Menge zu verstehen sei, zeigt sich bei
Sm1 f
1, Sm4 f und Sm6, dass sie diesen Begriff besonders weit fassen. Sm1 f gibt eine
Menge an, die neben mathematischen Objekten auch einen Apfel enthält, Sm4 f spricht
allgemein von einer „Box“, in der verschiedene Elemente sind, und Sm6 sagt, dass eine
Menge auch Hunde, Katzen und Mäuse enthalten könne. Bei Sm1 f und Sm4 f wird die
stärkste Präferenz für das funktional-logische Denken festgestellt und insofern ist es inter-
essant, dass gerade sie eine weite Auffassung haben und für sie auch nichtmathematische
Objekte als mögliche Elemente von Mengen angesehen werden.
Bei den Begriffen der Vereinigung und des Schnitts zeigt sich, dass Sw1p als prädikativ
1 Um das Leseverständnis zu erleichtern, wird in diesem Kapitel bei den Abkürzungen derjenigen Studie-
renden, denen eine eindeutige Präferenz für den prädikativ-logischen oder den funktional-logischen
Denkstil zugeordnet werden kann, diese Präferenz als Index hinzugefügt.
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Denkende verstärkt auf Venn-Diagramme zurückgreift, andererseits Sm1 f nur an einer
Stelle als nachgeschobene Kontrolle und Sm4 f während des ganzen Interviews nicht
ein einziges Venn-Diagramm zeichnen. Insofern könnte diese Veranschaulichung für die
beiden stark funktional orientierten Studierenden eventuell nicht hilfreich sein. Vielmehr
zeigen die funktional Denkenden dieser Studie im Folgenden eine verstärkte Präferenz
für formale Argumentationen. Bei der anschließenden Aufgabe zum „exklusiven-oder“
zeigen vor allem Sm1 f und Sm3 Stärken bei der geforderten Äquivalenzumformung.
Diese geben sie auch nicht erst, wie gefragt, bei Aufgabenteil d an, sondern bereits direkt,
als sie die Definition erhalten. Sm1 f zeichnet im Anschluss lediglich als Kontrolle noch
zusätzlich ein Venn-Diagramm, während Sm3 keine Veranschaulichung hinzuzieht. Auch
Sm4 f , ebenfalls funktionale Präferenz, greift nicht auf das Venn-Diagramm zurück, aber
er hat im Gegensatz zu den beiden anderen bei den formalen Umformungen Schwie-
rigkeiten und versucht ein explizites Beispiel als Hilfe zu nutzen. Auf der anderen Seite
arbeiten die als prädikativ Eingestuften bei dieser Aufgabe zum „exklusiven-oder“ wieder
verstärkt mit Venn-Diagrammen. Sw1p und Sw3 steigen direkt mit dem Zeichnen von
Venn-Diagrammen ein, Sw2p greift darauf zurück, als sich Verständnisprobleme zeigen
und sie erkennt die Bedeutung des „exklusiven-oders“ auch erst mit Hilfe dieser Veran-
schaulichung. Sm5p zeichnet zwar nicht, aber sagt, dass er sich das „wieder im Kopf
vor[stelle]“.
Die herausragend guten Fähigkeiten von Sm1 f im Umgang mit formalen Ausdrücken
scheinen mit einer Stärke im Bereich der formalen Herangehensweisen einherzugehen
und so entscheidet er sich bei den beiden Aufgaben zum Thema Partition als einziger
dafür, mit dem abstrakteren Beispiel zum Thema Restklassen zu beginnen und nicht das
Autobeispiel als Einstieg zu wählen.
Beim Thema Partitionen werden von den Teilnehmern an einigen Stellen Ausdrücke
verwendet, die eindeutig als Indiz für funktional-logisches Denken gesehen werden
können. Sm4 f und Sw6 vergleichen das Prinzip der Partition beide mit einem Kuchen,
der „in Stücke geteilt“ wird (Sm4 f ), bzw., den man „zerschneidet“ (Sw6). Diesem Bild
liegt deutlich ein Konstruktionsprozess verbunden mit aktivem Handeln zu Grunde. Auch
Sm6 greift bei seinen Erklärungen zum Restklassenbeispiel auf einen Herstellungsprozess
für die Menge M zurück, als er angibt „Also M wären dann halt die ganzen Elemente,
also alle Zahlen, die man da halt reintut.“ Diese Zitate zeigen, dass einige Studierende mit
formalen Definitionen mathematischer Begriffe durchaus etwas Prozesshaftes verbinden.
12.3. Zweites Interview: Vollständige Induktion
Das Beweisprinzip der Vollständigen Induktion sollte vom Aufbau her eher dem funktional-
logischen Denker liegen. Der Induktionsschritt enthält einen Prozess des Übergangs von
einer Zahl n zur Nachfolgerzahl n+1 und diese Möglichkeit des schrittweisen Durch-
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gehens aller natürlichen Zahlen ist der entscheidende Grundgedanke. Sw5 greift diesen
funktionalen Gedanken, der dem Beweis zu Grunde liegt, an einer Stelle sehr schön
auf, indem sie vor einem „Algorithmus“ spricht, durch den alle Zahlen des Zahlbereichs
abgedeckt werden müssen. Sie betont an dieser Stelle nicht den konkreten Schritt von
n 7→ n+1, sondern fordert stattdessen allgemeiner einen „Algorithmus“.
Die vorwiegend prädikativ denkende Studentin Sw1p zeigt große Verständnisschwie-
rigkeiten bei diesem Beweisprinzip und hat z. B. bisher nicht verstanden, warum der
Induktionsanfang in der Regel bei der Zahl 1 gewählt wird. Für sie ist dies eine prag-
matische Entscheidung, da die Rechnung dann einfach ist, aber für sie wäre auch ein
Anfang bei anderen Werten möglich, ohne dass die Aussage des Beweises geändert wür-
de. Diese Fehlvorstellung hat allerdings nicht nur Sw1p , sondern auch Sw3, die bei der
Klassifizierung bzgl. des funktionalen und prädikativen Denkens eine leicht funktional-
logische Präferenz aufweist. Außerdem zeigt Sw3 darüber hinaus noch eine weitere
Fehlvorstellung, indem sie der Meinung ist, dass durch den Schritt von r 7→ r +1 auch
ein äquivalenter Beweis für den Zahlbereich R möglich wäre.
Weitere Probleme beim Verständnis eines solchen Beweisaufbaus zeigen sich, als die
Vorwärts-Rückwärtsinduktion als Alternative zum Standardbeweis besprochen wird. Sw2p
versteht den Nutzen des zweiten Teils n 7→ n−1 nicht. Sie betrachtet die beiden Teile
n 7→ 2n und n 7→ n−1 getrennt und entsprechend würde der zweite Teil nur nutzen, wenn
man „ganz oben anfangen“ könnte. Auch Sm5p hat bei dem Verständnis dieses Beweises
Probleme, denn als zu Beginn nur der Schnitt n 7→ 2n vorliegt, geht Sm5p davon aus,
dass aus dem Zeigen der Gültigkeit für die Werte n = 1 und n = 2 im Induktionsanfang
insgesamt die Gültigkeit der Aussage für alle natürlichen Zahlen folge. Auch Sm4 f als
funktional denkender Student hat beim Verständnis Schwierigkeiten. Er geht ebenfalls
zu Beginn davon aus, dass die Gültigkeit „für den größten Wert“ gezeigt werden müsse.
Ihm wird im Anschluss selber bewusst, dass es ausreichen würde, wenn der erste Schritt
n 7→ 2n „das Größte“ abdecken würde. Allerdings ergibt sich für ihn daraus die nicht
direkt beantwortbare Frage, „ob unendlich für 2 teilbar ist“. Sm1 f hingegen kann den
Beweisaufbau gut nachvollziehen und auch Sm3 kann ihn ohne Probleme erklären.
Hierbei wählt Sm3 Ausdrucksweisen, die auf eine funktionale Vorstellung hindeuten:
„Man müsste ja immer nur jede natürliche Zahl erwischen, einfach indem man mit öhm,
öhm, diesem Beweis halt öhm über die Zahl hinaus schießt [...]“.
Solche Wortwahlen, die Hinweise auf funktionale Denkweisen sind, kommen auch an
anderen Stellen des Interviews zum Vorschein, zum Beispiel beim indirekten Beweis zur
Existenz einer Primfaktorzerlegung. Als Sm1 f erläutert, welche Elemente zur gebildeten
Menge M gehören, sagt er: „Wenn ich, öhm, ’ne Teilmenge davon bilde, ist entweder 1
das kleinste Element dieser Teilmenge oder eben die letzte Zahl, die ich nicht wegge-
schnitten habe von meiner Teilmenge.“ Diese Idee des Wegschneidens zeigt, dass sich
Sm1 f hier wieder einen Prozess vorstellt. Auch Sm3 denkt an einen Prozess und sieht
einen zeitlich nacheinanderfolgenden Ablauf, als er erläutert, dass die Menge letztendlich
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der leeren Menge entsprechen muss, da man den Widerspruch „theoretisch noch für alle
Zahlen dieser Menge machen [könnte]“, indem man immer „das kleinste Element so ab-,
wegnimmt“. Analog erklärt Sw6, dass die Menge M nicht existieren könne, „weil man das
immer weiter hoch machen kann“. Hier bietet sich für diejenigen Studierenden, die sich
gerne etwas funktional zurechtlegen, natürlich an, wieder den funktionalen Aspekt, der
der Induktion zu Grunde liegt, zur Hilfe zu nehmen. Dass ihnen dieses Beweisprinzip
gedanklich zugänglich ist, zeigt auch die Bearbeitung des zweiten indirekten Beweises
von Sm1 f und Sm3. Der Beweis soll analog zum ersten geführt werden und Sm3 braucht
beispielsweise keine Hilfen. Ebenso wie Sm1 f , dem der Anfang des Beweises, in dem
die Menge M vorgegeben wird, vorgelegt wird, zeigt auch Sm3 wieder seine formalen
Stärken. Große Schwierigkeiten mit diesem Beweis haben vor allem Sw1p , Sw5 und Sm5.
Sw1p und Sw5 wird zwar der komplette Beweis vorgelegt, aber trotzdem brauchen sie
beim Nachvollziehen noch Hilfe, und Sm5p , der wie Sm1 f nur den Anfang benötigt, hat
auch im Anschluss noch größere Probleme.
12.4. Drittes Interview: Abbildungen
Beim Interview zum Thema Abbildungen zeigen sich vor allem bei dem Verständnis mög-
licher Veranschaulichungen Unterschiede zwischen den bevorzugt prädikativ-logisch
denkenden und den bevorzugt funktional-logisch denkenden Teilnehmern dieser Studie.
Als die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv mit der Visualisierungsmöglichkeit des
Graphen in Verbindung gebracht werden sollen, hat Sw2p sehr große Schwierigkeiten
und Sw1p und Sm5p bleiben bei ihren Erklärungen sehr nah an den Definitionen. Anders
Sm1 f , der erklärt, „[e]in injektiver Graph ist eben jemand der ähm nie rückwärts geht.“
und außerdem „[d]as bedeutet, dass, wenn ich ihn mir umdrehe [dreht das Blatt um 90°
nach links], dass er immer noch [dreht das Blatt zurück] ähm wohldefiniert ist.“ Diese
beiden Zitate zeigen eine deutlich funktional geprägte Wortwahl. Außerdem sagt Sm1 f
direkt bei der ersten Frage nach einer anschaulichen Darstellung für Abbildungen, dass
er nach Möglichkeit mit Graphen arbeite. Auch der zweite stark funktionale Teilnehmer
kann die Eigenschaften mit Graphen in Verbindung setzen und auch für ihn sind Gra-
phen die Veranschaulichungsform, auf die er bei diesem Thema zurückgreift. Dies wird
deutlich, als er zwar zuerst angibt, keine bildliche Vorstellung zu verwenden, aber dann
direkt im Anschluss einschränkt: „Ach so, außer dem Graphen natürlich.“
Insgesamt scheinen eher die funktional Denkenden auf die Visualisierungsform mit-
tels Graphen zurückzugreifen. Zwar sagt auch Sw2p , dass sie sich „Abbildungen auch
gerne mit Graphen vor[stelle], weil [sie] das dann einfach zu verstehen find[et]“, aber
eine Verbindung zu den Begriffen injektiv, surjektiv und bijektiv herzustellen, gelingt
ihr nicht gut. Bei Aufgaben, die mit diesen Eigenschaften zu tun haben, arbeitet sie
hingegen immer mit Venn-Diagrammen. Sw1p gibt an, dass sie insgesamt lieber mit
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Venn-Diagrammen arbeite und sich es daran besser vorstellen könne. Dies könnte darauf
hindeuten, dass dem Verständnis der prädikativ Denkenden eher das Venn-Diagramm
entspricht. Die Analyse des Interviews von Sm5p passt allerdings nicht zu dieser These.
Er hat eine starke prädikative Präferenz, aber nutzt keine Venn-Diagramme, auch nicht
bei den Erläuterungen zu den Begriffen injektiv, surjektiv und bijektiv.
Sw1p zeigt gravierende Fehlvorstellungen beim Verständnis der Begriffe injektiv, sur-
jektiv und bijektiv. Eine detaillierte Beschreibung findet sich bereits bei der Analyse des
dritten Interviews (vgl. S. 130).
Ansonsten zeigt sich auch bei diesem Interview wieder, dass die funktional-denkenden
Studierenden, die an der Studie FDSA teilnehmen, weniger Schwierigkeiten mit der
formalen Schreibweise haben.
Als Wortwahl, die deutlich funktional geprägt ist, fällt bei diesem Interview vor allem
eine Beschreibung von Sw6 zur Hintereinanderausführung von Abbildungen ins Auge:
Sw6: Ja, also ich hab mir das irgendwie jetzt so nen bisschen so wie ’ne Lampe
vorgestellt und hier von wird jetzt hier in diesen Kreis gestrahlt und da wo
ein Lichtpunkt auftrifft, kommt dann ’ne neue Lampe und die strahlt das
von hier nach hier.
Bei dieser Erklärung stehen Aktionen im Zentrum und die Zielmenge wird für Sw6
durch den Lichtstrahl erzeugt.
12.5. Viertes Interview: Relationen
Beim Interview zum Thema Relationen fallen Unterschiede bei den Erläuterungen zu
der Frage auf, was unter einer Relation zu verstehen sei. Auf der einen Seite wird das
„Verhältnis, in dem zwei Objekte zueinander stehen“ (Sw1p ) oder auch die Verbindung
bzw. Verknüpfung zwischen zwei Elementen in den Mittelpunkt gerückt (Sw2p , Sw3,
Sm4 f , Sm5p ). Zusätzlich spricht Sw2p zwar auch vom kartesischen Produkt, aber sie
geht davon aus, dass bei einer Relation zwei Elemente aus N Kreuz N zu einem Element
verbunden werden. Insofern bleibt die Verbindung der beiden Elemente der zentrale
Aspekt. Auf der anderen Seite steht bei einigen Teilnehmern der Begriff der Menge im
Mittelpunkt. So sagt Sm1 f , dass man bei einer Relation eine „Menge [habe], innerhalb
der ich meine Elemente vergleiche“ und Sm3, sowie Sm5p auf Nachfrage, definieren eine
Relation allgemein als Teilmenge des kartesischen Produkts. Trotz einzelner Ausnahmen
scheint den Teilnehmern, die als funktional klassifiziert werden, die formale Definition
über das kartesische Produkt eher präsent zu sein. Dies könnte wiederum ein Indiz dafür
sein, dass funktional Denkende weniger Probleme im Umgang mit formalen Zugängen
und Schreibweisen haben. Nicht zu dieser These passend, zeigt die Erklärung von Sm4 f
nicht, dass ein umfassendes Verständnis vorliegt und er eine Relation allgemein als
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Teilmenge von M ×M auffasst. Auf der anderen Seite kann der als prädikativ eingestufte
Student Sm5p den Bezug auf Nachfrage herstellen. Unterstützung für diese These findet
sich bei der Antworten auf die Bitte, eine reflexive, symmetrische, aber nicht transitive
Relation anzugeben. Während Sw2p , Sw3 und Sm5p nach einer expliziten „Vorschrift“ für
ein solches Beispiel suchen, dabei teilweise nicht fündig werden und folglich kein Beispiel
angeben können (Sw4, Sm5p ) gehen die beiden funktional denkenden Studenten Sm3
und Sm4 f direkt zur Tupelschreibweise über und konstruieren problemlos ein Beispiel,
das die geforderten Bedingungen erfüllt. Hier zeigt sich, dass auch Sm4 f die Definition als
Teilmenge des kartesischen Produkts kennt und nutzen kann. Auf der anderen Seite kann
Sm5p die Definition zu Beginn zwar nennen, aber kommt bei dem gesuchten Beispiel
nicht darauf zurück und sagt, dass er ein solches Beispiel nicht angeben könne.
Das Thema Relationen ist für Studienanfänger sehr abstrakt und nicht direkt mit Ver-
anschaulichungen verknüpft. In der Veranstaltung „Mathematische Grundlagen“ wurde
zum Beispiel keine Möglichkeit der Veranschaulichung präsentiert. Da sich unter ande-
rem beim Interview zum Thema Abbildungen gezeigt hat, dass vor allem die vorwiegend
prädikativ Denkenden häufig auf Veranschaulichungen zurückgreifen, könnte es auch
hier für sie nützlich sein, eine mögliche Veranschaulichung zu kennen. Da gerade den
Studierenden mit einer prädikativen Tendenz häufig der Zusammenhang mit Mengen
nicht bewusst ist, könnte der Vorschlag aus [DAEPP&GORKIN 2003, S. 112] hilfreich sein.
Sw3 spricht diese für sie neue Sichtweise bei der Beurteilung der Veranschaulichung
direkt an, indem sie sagt, dass sie sich das bisher eher als Verknüpfung vorgestellt habe
und nicht so sehr als Menge.
Auch beim Thema Relationen ist an einigen Stellen wieder eine typisch funktiona-
le Wortwahl zu erkennen. Als beispielsweise alle Äquivalenzrelationen auf der Menge
M = {1,2,3} anzugeben sind, konstruiert Sm3 diese Menge aktiv, indem er immer weitere
Paare hinzufügt, bis eine Äquivalenzrelation vorliegt. Ansonsten werden die Äquivalenz-
relationen hier von vielen eher als Zustand beschrieben, indem angegeben wird, welche
Paare dazugehören.
12.6. Allgemeine Schlussfolgerungen und einige
Hypothesen
Zunächst soll darauf hingewiesen werden, dass auf Grund der geringen Teilnehmeranzahl
von zwölf Personen keine allgemeingültigen Schlussfolgerungen gezogen werden können.
Ferner ist nicht sicher zu sagen, dass die in der Studie FDSA vorliegende Verteilung bzgl.
des prädikativ-logischen und des funktional-logischen Denkens der Gesamtverteilung
aller Mathematikstudierenden im ersten Semester entspricht.
Wenn man sich die Stichprobe der Studie FDSA anschaut, zeigt sich, dass mehr in der
Tendenz funktional denkende Studierende an ihr teilnehmen. Gleichzeitig sind aber auch
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beide Extrema vorhanden, da sowohl Studierende mit einer sehr ausgeprägten Präferenz
für das funktional-logische als auch für das prädikativ-logische Denken teilnehmen.
Somit ist es auf Grund dieser Datenlage nicht möglich, Schlüsse bezüglich einer Präferenz
für einen der beiden Denkstile unter den Mathematikstudierenden zu ziehen.
In allen vier Interviews können funktionale Argumentationen an der Wortwahl er-
kannt und entsprechend herausgestellt werden. Es hat sich gezeigt, dass sich funktionale
Argumentationen zum Teil deutlich von anderen abheben. Es bleibt die Frage, die in
weiteren Studien detailliert untersucht werden müsste, warum nicht in gleicher Weise
auch prädikative Ausdrücke herausstechen, wie es z. B. bei den Erklärungen zu QuaDiPF-
Aufgaben der Fall ist. Dies könnte daran liegen, dass bei prädikativen Argumentationen
tendenziell eher auf die im entsprechenden Kontext überlicherweise verwendeten Wörter
zurückgegriffen wird.
Außerdem hat sich gezeigt, dass es bei manchen Themen Unterschiede bei der Ver-
wendung von Veranschaulichungen gibt. Diese bestehen einerseits in der Häufigkeit der
Hinzunahme von Veranschaulichungen (prädikativ denkenden Studierende, die an der
Studie teilnehmen, arbeiten z. B. häufiger mit Venn-Diagrammen), als auch andererseits
darin, dass einige Veranschaulichungsmöglichkeiten, wie beispielsweise der Funktions-
graph, vorwiegend für einen der beiden Denkstile, in diesem Fall den funktionalen,
hilfreich zu sein scheint.
Im Folgenden sollen zwei Thesen formuliert werden, die als Ausgangsbasis für wei-
tere Untersuchungen dienen können. Diese beiden Thesen ergeben sich direkt aus der
Analyse der Interviews. Anschließend folgt eine umfassendere These zur Denkstruktur
und damit verbundenen Auffassung mathematischer Inhalte. Diese Globalthese scheint
auf Grundlage der Ergebnisse der Studie FDSA plausibel, kann durch die Analyse aller-
dings nicht in dem Rahmen belegt werden, wie es bei den ersten beiden Thesen der
Fall ist. Entsprechend ist sie zwingend noch auszudifferenzieren und in einem größeren
Zusammenhang zu prüfen.
1. These: Der funktionale Denkstil erleichtert das regelgeleitete Umformen
im Bereich der formalen Fertigkeiten der Mathematik.
Es passt zur Theorie, dass der funktionale Denkstil Vorteile beim Hantieren mit Ob-
jekten mit sich bringt. Konstruktionsprozesse und Veränderungen spielen bei den Erklä-
rungen vorwiegend funktional Denkender eine entscheidende Rolle. Insofern lässt sich
damit auch erklären, dass gerade einer derartigen Herangehensweise das Durchprobieren
verschiedener Möglichkeiten beim regelbasierten Umformungen formaler mathemati-
scher Ausdrücke entgegenkommt. Im Gegensatz dazu könnte der prädikative Denkstil
eher hinderlich sein, wenn keine Struktur sichtbar wird und es kein eindeutiges Schema
gibt, wie an solche Aufgaben heranzugehen ist. Dies zeigt sich z. B., als Sm1 f bei der
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Präsentation des exklusiven-oders ohne Aufforderung direkt versucht, den Ausdruck
durch formale Umformungen in einen äquivalenten Ausdruck zu überführen. Heraus-
ragende Stärken bei formalen Umformungen sind bei dieser Aufgabe insbesondere bei
Sm3 festzustellen und auch er zeigt bei den QuaDiPF-Aufgaben eine Präferenz für den
funktionalen Denkstil. Andererseits greift Sw1p , eine Person mit einer ausgeprägten prä-
dikativen Präferenz, direkt auf eine Veranschaulichung mittels eines Venn-Diagramms
zurück, um sich den Sachverhalt zu verdeutlichen. Diese Unterschiede zeigen sich nicht
nur beim ersten Interview, sondern auch beim dritten Interview gibt es keine großen
Veränderungen.
In der Studie FDSA zeigen sich die besonderen Stärken der funktional denkenden Stu-
dierenden sowohl bei formalen Umformungen auf der inhaltslosen Ebene, als auch beim
Formalisieren und Verständnis formaler Ausdrücke. Auch Kaune hat einen möglichen
Zusammenhang zwischen den beiden Denkstilen und dem Umgang mit formalen Dar-
stellungen untersucht. Sie stellte in diesem Bereich allerdings keine Stärke der funktional
Denkenden fest, sondern diese Gruppe zeigte sogar Schwächen. So berichtet Kaune [KAU-
NE 2003, S. 108], dass „[l]angjährige Untersuchungen mit verschiedenen Schülern [...]
gezeigt [haben], dass funktional denkende Schüler oft eine relative Schwäche und auch
ein Desinteresse haben, mathematische Beziehungen oder Gegenstände von sich aus prä-
zise verbal zu beschreiben oder bei einer formalen Darstellung die nötige Sorgfalt walten
zu lassen.“ An dieser Stelle bleibt anzumerken, dass die Längsschnittuntersuchung von
Kaune sich in entscheidenden Punkten von der Studie FDSA unterscheidet. Einerseits
nehmen an der Studie FDSA lediglich Studierende teil, die sich bewusst für das Studien-
fach Mathematik entschieden haben und gleichzeitig auf Grund des Auswahlverfahrens
keine großen Schwierigkeiten im Bereich der Schulmathematik gezeigt haben. Die Unter-
suchung von Kaune hingegen bezieht sich auf Beobachtungen, bei denen Schulklassen
über viele Jahre hinweg begleitet wurden. Es handelt sich um heterogene Klassen, so
dass nicht davon auszugehen ist, dass alle Schüler besondere Stärken im Bereich der
Mathematik aufweisen. Andererseits werden in der Studie FDSA Leitfadeninterviews in
Form von Einzelgesprächen geführt, für die einige Themen der Erstsemesterveranstal-
tung ausgewählt werden. Der Analyse von Kaune hingegen liegen Unterrichtsstunden
zu Grunde, an denen die vollständige Klassengemeinschaft teilnimmt und bei der allein
durch die äußeren Umstände keine derart intensive Auseinandersetzung mit einzelnen
Schülern möglich ist.
Ein weiterer entscheidender Unterschied, der bei einem Vergleich der beiden Schluss-
folgerungen berücksichtigt werden muss, liegt in der Definition, was unter einem guten
Umgang mit formalen Darstellungen verstanden wird. In der Studie FDSA wird hier vor
allem auf die Korrektheit der formalen Umformungen bzw. eine korrekte Formalisierung
eines Sachverhalts geachtet, verbunden damit, ob die Bedeutung und Gültigkeit der
einzelnen Teilschritte verstanden wird. Für Kaune ist die Fähigkeit, einen Sachverhalt for-
mal präzise darzustellen, sehr eng mit einer umgangssprachlich präzisen Formulierung
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verbunden. „Alle Argumentationen der Schüler mit prädikativer Denkstruktur werden auf
der formalen Ebene geführt, zeichnen sich durch sprachliche Präzision aus“ [KAUNE 2003,
S. 105]. Entsprechend wird auch bei einer von einem Schüler angegebenen korrekten
Formalisierung angemerkt, dass es ihm nicht gelinge, „seine Gedanken umgangssprach-
lich präzise zu notieren“ [KAUNE 2003, S. 106], als er die Variablen mathematisch nicht
ganz treffend bezeichnet. Auf eine umgangssprachlich präzise Formulierung wird bei
der Analyse der Studie FDSA hingegen kein besonderes Augenmerk gelegt, so dass zu-
sammenfassend gesagt werden kann, dass in den beiden Studien die Begriffe „formale
Darstellung“ bzw. „formale Fertigkeiten“ unterschiedlich belegt sind.
2. These: Für prädikativ-logisch Denkende ist die Bedeutung von Objekten
wichtiger und sie versuchen häufig, Objekte mit Inhalt zu belegen.
Prädikativ-logisch denkende Studierende scheinen eher einen statisch-strukturellen
Zugang zu wählen. Sie versuchen ihre Stärke zu nutzen und Strukturen und Muster zu
bilden bzw. zu erkennen. Dieser Wunsch zu Ordnen kann manchmal allerdings auch
hinderlich sein, z. B. wenn die Äquivalenz zweier formaler Ausdrücke gezeigt werden soll.
Bei solchen Aufgaben gibt es keine strukturelle Herangehensweise. Eventuell kann es
an solchen Stellen für eher prädikativ Denkende hilfreich sein, wenn explizit darauf hin-
gewiesen wird, dass an dieser Stelle ein Ausprobieren unter Verwendung verschiedener
Regeln gewünscht ist. Hier wählen einige prädikativ denkende Studierende bei solchen
Aufgaben Ausweichstrategien, indem sie zum Beispiel auf Veranschaulichungen oder
Beispiele zurückgreifen. Ein Zurückgreifen auf Venn-Diagramme ist z. B. bei Sw1p im
ersten Interview zum Thema Mengenlehre und im dritten Interview zum Thema Abbil-
dungen sehr deutlich zu erkennen. Dies scheint in einigen Fälle eindeutig ein Umgehen
bzw. Überprüfen formaler Umformungen zu sein. Der Wunsch prädikativ denkender
Studierender, den Inhalt von Objekten klar einzugrenzen, zeigt sich z. B. daran, dass
Studierende mit diesem Denkstil im ersten Interview den Begriff einer Menge recht eng
fassen und für sie eine Menge nur Zahlen beinhalten kann. Auch den Begriff einer Relati-
on, nach dessen Bedeutung als Einstieg in das vierte Interview gefragt wird, fassen die
prädikativ Denkenden sehr konkret als Verknüpfung zweier Elemente auf. Im weiteren
Verlauf des Interviews zeigt sich, dass der Begriff für sie häufig mit konkreten Verknüpfun-
gen, wie der kleiner-Relation, verbunden ist und hier eine Verengung des Begriffs vorliegt.
Dieses Beispiel zeigt darüber hinaus, dass der Wunsch nach möglichst viel Ordnung
auch zu Problemen führen kann. So besteht die Gefahr, dass in mathematische Inhalte
mehr Ordnung hineininterpretiert wird als tatsächlich vorliegt. Ein weiteres Beispiel ist,
dass Sw1p die beiden Begriffe injektiv und surjektiv voreilig als komplementär klassifi-
ziert. Ihr Stärke, nach Ordnungen und Strukturen zu suchen, kann also auch in einigen
Fällen negative Auswirkungen haben, indem nicht vorhandene Über-Ordnungen und
Übergeneralisierungen konstruiert werden.
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Es zeigt sich an mehreren Stellen, dass die Studierenden mit einer prädikativen Präfe-
renz inhaltsbezogener argumentieren, indem sie zum Beispiel auch vermehrt auf Veran-
schaulichungen zurückgreifen. Diese Beobachtung muss nicht direkt mit dem präferier-
ten Denkstil zusammenhängen, aber vielleicht neigen solche Studierende dazu, Inhalte
nach Möglichkeit immer mit einem möglichst konkreten Inhalt zu versehen. An dieser
Stelle bleibt anzumerken, dass man inhaltsbezogenes Argumentieren durchaus ablegen
kann. Die Präferenz für den prädikativ-logischen bzw. funktional-logischen Denkstil hin-
gegen ist relativ stabil, so dass nicht einfach der jeweils andere Denkstil „erlernt“ werden
kann.
Abschließend folgt nun eine Globalthese:
Globalthese: Funktional Denkende begreifen Mathematik als ein Feld von
Handlungsmöglichkeiten. Prädikativ Denkende begreifen Mathematik als
ein statisch-strukturelles Gebilde.
Da der Studie FDSA nur der recht geringe Stichprobenumfang von zwölf Teilnehmern
zu Grunde liegt, wäre es interessant, in weiteren Studien der Frage nachzugehen, ob sich
diese Beobachtungen bei Berücksichtigung einer größeren Stichprobe bestätigen lassen
und ob die These auch in anderen Themenbereichen der Mathematik bestätigt werden
kann.
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